Metody numeryczne
Wyktad 12

Numeryczne metody rozwiazywania
réwnan rézniczkowych czastkowych




* Modelowanie numeryczne - teoria a praktyka

* Réwnania rézniczkowe czastkowe

* Zaawansowane metody numeryczne

* Implementacja metod numerycznych rozwiazywania r.r.cz. (Octave)



Zaawansowane MN

Etapy modelowania numerycznego:

* zjawisko/obiekt fizyczny
* model fizyczny

* model matematyczny

* model numeryczny

* symulacje

(c)

Zrédto: (a) http://www.adina.com/newsgH107.shtml
(b) http://www.adina.com/newsgrp2003.shtml
(c) http://www.fastbem.com/Examples.html
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Zaawansowane MN
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. réznic skonczonych

. elementéw skonczonych
. elementéw brzegowych
. Trefftza

. bezsiatkowe

)
Zrédto: (a) http://www.adina.com/newsgH107.shtml

(b) http://www.adina.com/newsgrp2003.shtml
(c) http://www.fastbem.com/Examples.html
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Réwnania rézniczkowe czastkowe
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Réwnania rézniczkowe czastkowe; RRCz drugiego rzedu

@ Rzad réwnania jest okres$lony rzedem najwyzszej pochodnej
wystepujacej w réwnaniu;

@ Réwnanie liniowe — wszystkie pochodne czastkowe nie zaleza od
zmiennych zaleznych (czyli funkcji), ale moga zaleze¢ od zmiennych
niezaleznych.

@ Réwnanie jest jednorodne — bez czynnika Zrédtowego, albo
niejednorodne (prawa strona # 0), z czynnikiem Zrédfowym.
Czynnik Zrédtowy nie wptywa na cechy ogdlne réwnania ani
(najczesciej) na metode rozwiazania.

Ogdlna postac liniowego réwnania rézniczkowego czastkowego drugiego
rzedu dla u = u(z,y), (w zagadnieniach dynamicznych/stacjonarnych,
zmienna y — t):

Atgy + Bugy + Cuyy + Dug + Euy + Fu = f

gdzie A, B, C, D, E, F — wspbtczynniki mogace by¢ funkcjami x oraz y,
f = f(x,y) — funkcja wymuszajaca.
Zat.: A #£0,lub B # 0, lub C # 0 jest rézny od zera



RRCz2rz - klasyfikacja

Aty + Bugy + Cuyy + Duy + Euy + Fu = f
- wyréznik
A = B%?—4AC
Q(z,y) = Az + Bzy + Cy?> + Do+ Ey + F

@ A < 0 —r. eliptyczne — stacjonarne, zagadnienia brzegowe
(r. Laplace'a)

@ A =0 - r. paraboliczne — niestacjonarne, zagadnienia
poczatkowo-brzegowe (procesy dyfuzyjne, r. przewodnictwa
cieplnego)

@ A > 0 —r. hiperboliczne — niestacjonarne, zagadnienia
poczatkowo-brzegowe (wibracje — r. falowe)



Pola skalarne i wektorowe

Pole — funkcja, ktéra kazdemu punktowi pewnego obszaru przypisuje
pewna wielkos¢

Pole skalarne — funkcja okre$lona w kazdym punkcie rozpatrywanego
obszaru, ktérej wartoscia jest liczba (skalar)

Pole wektorowe — funkcja okre$lona w kazdym punkcie rozpatrywanego
obszaru, ktérej wartoscia jest wektor
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Wielkosci polowe

Catka krzywoliniowa z wektora A wzdtuz krzywej C' — praca wektora A
(na drodze CY):

/ A-dl= / Azdr + Aydy + A.dz (1)
C C

dl — wektor elementarnego przemieszczenia wzdtuz krzywej C'

Cyrkulacja wektora A (C' — krzywa zamknieta)

ygA.dl 2)

Jedli ﬁcA -dl = 0 dla dow. C — pole potencjalne (np. pole
elektrostatyczne) — réwnanie (1) nie zalezy od ksztattu C ale od jej
punktéw koncowych.



Wielkosci polowe c.d.

Strumien wektora A przez powierzchnie S

// A-dS= // Aydydz + Aydadz + A.dydy (3)
S S

dS — wektor prostopadty do elementarnej powierzchni dS o dtugosci
réwnej polu jej powierzchni

Strumien wektora — miara "liczby linii pola” przenikajacych zadana
powierzchnie.

Jedli @SA -dS = 0 dla dow. powierzchni zamknietej S — pole
bezzrédfowe (np. pole magnetyczne) — tyle samo linii pola wnika do
wnetrza obszaru zamknietego przez te powierzchnig, ile z niego wychodzi.




Operatory rézniczkowe

@ operator Hamiltona (nabla)

0 0 " 0
V= <8_:1}177E> —;ezg

%

(00 0\_.0, .0 0
S \oz’ 0y’ 0z) Oz Jay 0z

@ gradient i pochodna kierunkowa (pola skalarnego)

_ (9¢ Oy Oy Op  0p dp
grad“"(az By’ 32)_ 7 Tigy, kg = Ve

dp = Oy dp [
aA_Axa A8+A =A Vo

Gradient pola skalarnego ¢ —
wektor, ktéry w kazdym punkcie
pola ¢ wyznacza kierunek

najszybszego wzrostu wartosci ¢



o dywergencja (rozbieznosé, zrodtowosé) (pola wektorowego) —

(gromadzenie sie jakiej$ wielkosci)

) 04, 04, O0A.
div A= ox + oy + 0z

Q=P [Q s

div A(P) > 0 — P — #rédto
div A(P) < 0 — P — ujécie/sciek

div A(P) =0 - pole w P bezzrédtowe/solenoidalne



@ rotacja (wirowo$¢) (pola wektorowego)

_ (94, _ 0A, 09A, _ 9A, 04, 0A; | _
rot A = oy 6;7 8z Oz Bwu_ Oy)_
_ [ 0A, 0A . 0A, OA\ 3 0A A,
- ayiBzy)l+(8z78m)-]+<8my78y>k7vXA
9 o0 9
ox oy 0z
VxA=det| A, A, A,
i k
(tot A(P)), = lim — Al
Losi—p S| C1(S1)

rot A=0— 990 A - dl = 0 — pole potencjalne
pole bezwirowe = pole potencjalne

@ laplasjan

0> 9?9



Réwnania Maxwell'a

postac rézniczkowa | posta¢ catkowa \ sens fizyczny
Prawo indukcji elektromagnetycznej Faradaya

Zmienne w czasie pole
V X E - —8—B E . dl - — d(I)B magnetyczne wytwarza pole
bl at

9t elektryczne.

Prawo Ampere'a rozszerzone przez Maxwella

. Przeptywajacy prad oraz
V X B = ,LLJ + /JE%—? ¢ B dl = ,uI + ,LLE d((j]th zmienne pole elektryczne

wytwarzaja pole magnetyczne.

Prawo Gaussa dla elektrycznosci
eV-E = P € ¢ E . ds = q tadunki s zrédtem pola
S

elektrycznego.

Prawo Gaussa dla magnetyzmu
V-B=0 ¢ B.ds=0 Pole magnetyczne jest
S

bezzrédtowe.




Pole elektrostatyczne

oB _ _de
V x B =pj+pe g $B - dl = pul + pe 93z

C
eV-E=p cefE-ds=gq
S
V-B=0 $B-ds=0
S



Pole elektrostatyczne

VxE=0 $E-dl=0

€VE:p 5¢E.ds:q



Pole elektrostatyczne

VxE=0

eV-E=p

FE-dl=0
c
cefE-ds=gq

D=c¢cE
VXE=rotE =0
eV -E=V -D=divD=p



Pole elektrostatyczne

VxE=0 $E-dl=0
c
eV-E=p cefE-ds=gq
5
D=cE

VXE=rotE =0
eV -E=V -D=divD=p

rot (grad u) =0 E = +grad u
u — potencjat/(skalarny) potencjat elektryczny.
E = —grad u = —Vu — E skierowany w strone malejacych potencjatéw

P
V-E= —// (zat. jednorodnos¢ materiatowa)

V- —Vu=

1

p
v? —_rF 2,
“ € ;dlap=0 Yu=0

. R R Réwnanie Laplace’a
Réwnanie Poissona



Réwnanie Laplace'a

@ Prawo Fouriera — strumien cieplny w Srodowisku przewodzacym
ciepto jest proporcjonalny do gradientu rozktadu temperatury

q=—kVT //(E=—€eVu)
k — przewodno$¢ cieplna

@ Zasada zachowania energii — dywergencja strumienia w dowolnym
punkcie przestrzeni jest réwna zero (co wptynie to wyptywa)

divg=V-q=0 //(divE=V-E=0)

(o ile w punkcie tym nie istnieje jakie$ zewnetrzne zrédto energii
V-q=f)

V. —kVT = f

VAT = —1 VT =0



Réwnanie Laplace’a

Viu =divgradu = f

W dowolnym punkcie obszaru rozbiezno$¢ wektorowego pola
potencjalnego zalezy od istnienia w nim zrédet pola.

Zastosowania:

elektrostatyka -— potencjat elektrostatyczny V pod nieobecnos$é tadunku elektrycznego spetnia réwnanie
Laplace'a,

termodynamika — przeptyw statyczny ciepta,
mechanika ptynéw — przeptyw bezwirowy cieczy,
elektrodynamika — przeptyw pradu w os$rodkach rozciagtych,

mechanika — opisuje odksztatcenia membran sprezystych

Obliczenie rozktadu pola elektrycznego E w pewnym obszarze € jest
réwnowazne wyznaczeniu potencjatu u, a wiec rozwigzaniu réwnania
Poissona/Laplace’a przy spetnieniu pewnych warunkéw brzegowych na
brzegu T (zagadnienie brzegowe).

Rozwiazanie réwnanie Laplace’a — funkcja harmoniczna



Réwnania rézniczkowe czastkowe — réwnanie Laplace’a

u=u(z,y,2) u=u(z,y) u=u(x)
62 82 d2
2_ Y Y 2_ 7
v2:i2+872+372 7312+8y2 v daz?
ox?  Oy? 022
%u  0%u d%u
Py Pu u @‘Fafz/z:f(%y) 2 =@

5ttt =/(&,yz2
922 oz T 92 f(z,y,2)
+ warunki brzegowe:

@ dane u w a i/lub b (Dirichleta) (potencjat elektryczny, temperatura, ...)

@ dane % tj. g—z w a i/lub b (Neumanna) (gestoé¢ roztozenia tadunku

elektrycznego na brzegu, gesto$é strumienia ciepta)

@ znana jest zalezno$¢ pomiedzy u i % w a lub b (Robina)



Réwnanie Laplace’a 1D

+ obszar Q — [a,b], a,b ER

(—> analogia elektryczna? )




Réwnanie Laplace’a 1D

+ obszar Q — [a,b], a,b ER

0*T(x)
/ 922 dx—/Od:L‘

or
T(:L‘) = Ciz +Cy

d2

T _

da?

T(1) =15 1B5=C-14+C=C=-15
T(x) = —15z + 30

(—> analogia elektryczna? )



Réwnanie Laplace'a 1D

d%u

2
Vuzmzo
+ obszar  — [a,b], a,b € R
Q = [a,b] h -
e L

x; — wezty rbwnomiernie rozmieszczone, a wigc
A$=$i+1—$i=h

Viu=— =u"(z)=0



@ |l. rézn. w przéd (progresywny)

o Wit T W Wil T U

Ti+1 — T4 h
@ |l. rézn. w tyt (regresywny)

r Ui — Ui—1
U,L' ~ -
Ti; — Tj—1 h

Ui — Uj—1

Uq— 1

il. rézn. centr.

il. rézn. regr.

@ Il. rézn. centralny o> @
1 | |
T T T
—_ xX; ;
o o Wit T Wis1 | Uigl = Ui v h Poomth
Tit+1 — Tj—1 2h 1
h b -
Il Il Il Il Il
T T T T T
i1 -1 z; Tird  mip
U; Ui—1 Ui4+1 — Us
/ 7 7 / 1+ )
U;_1 =~ 1, 0 Uigl 1y
$ N Ty Iy $Y Ty T
2 2
/ — / N Wig1—Uji i—Ui—1 2
"o N tt3 =3 2 _ Uj—1 — LU, + Ui
ui = (u;) =~ 9.1 = n - 12
2



Przyktad

Niech dany bedzie jednorodny stalowy pret o
dtugosci 0.1 m, izolowanej powierzchni bocznej, o

znikomej $rednicy przekroju. Drut jest podgrzewany i
na lewym krancu do temperatury 100 stopni. Przez
prawy koniec ciepto jest odbierane ("wyptywa”)

poprzez kontakt z innym ciatem, a gestos¢ (liniowa)
strumienia ciepta wynosi ¢ = 9T/0n = —300W/m. Jak wygladat bedzie
rozktad temperatury w drucie?

2
V2T = T _ 0
dz? o
T(0) = 100 T=100 V*T=0 gy=-300

oT(0.1) _ dT(0.1) v=0 v=01

= —-300
on dz




Przyktad

Niech dany bedzie jednorodny stalowy pret o
dtugosci 0.1 m, izolowanej powierzchni bocznej, o

znikomej Srednicy przekroju. Drut jest podgrzewany ==’
na lewym krancu do temperatury 100 stopni. Przez
prawy koniec ciepto jest odbierane ("wyptywa”)

poprzez kontakt z innym ciatem, a gestos¢ (liniowa)
strumienia ciepta wynosi ¢ = 9T/0n = —300W/m. Jak wygladat bedzie
rozktad temperatury w drucie?

2T Dyskretyzacja zagadnienia
V2T = 372 =0 !
’ T=100 V2T=0 25=-300
7(0) = 100 ; } t } !
x1 T2 3 T4 x5
oT(0.1 dT(0.1
( ): ( >=—300 TZ-:T(:Q-)
on dz



Przyktad

Niech dany bedzie jednorodny stalowy pret o
dtugosci 0.1 m, izolowanej powierzchni bocznej, o

znikomej $rednicy przekroju. Drut jest podgrzewany i
na lewym krancu do temperatury 100 stopni. Przez
prawy koniec ciepto jest odbierane ("wyptywa”)

poprzez kontakt z innym ciatem, a gestos¢ (liniowa)
strumienia ciepta wynosi ¢ = 9T/0n = —300W/m. Jak wygladat bedzie
rozktad temperatury w drucie?

2
V2T = T _ 0
da? oT
7(0) = 100 T=100 VT =0 5 =—30

n T, T3 Ty T
aT(0.1) _ dT(0.1) oot

= —-300
on dz




T, = 100[°C]
h = 0.1/5[m] = 0.02[m] T=100 V2T=0 2£=-300
1!‘1 f? CZLS :ZL4 fs
AT (z;)
o= Y !
' dr? T, Z2T T,
T = 2 itlict g g 2,3,4,...5(7)

h2



21:_0.1{)/05[[%] = 0.02]m] T=100  VT=0 ‘m* -3
T T T3 Ty T5 T
— 42T (1) o xg — wezet fikcyjny (ang. ghost node)
! da? ’
T = Tin _thiJ“T”l =0 dlai=2,3,4,...507?)
AT _ oy _ Tin —Tia — s _ o _ 9T _ Ts — Ti

dx i 2h dx 57 On 2h



T) = 100[°C] , S
h = 0.1/5[m] = 0.02[m] T=100 VT=0 “5- = 3%
T1 T2 T3 T4 T5 T6
- t fikeyj . ghost nod
vr 42T (x;) o xg — wezet fikcyjny (ang. ghost node)
da? T, 2T; + T,
= Lo h;+ L0 dlai=2,34,...5(7)
dTi':T',:Ti-H*Ti—l — @:T,:%:TG—IZ
de ' 2h dze — "°  on 2h
T - 100
T 2Ty +T3 = 0/ -h?
T, 213 +Ty = 0/ h? (4)
T3 =21y +715 = 0/ h?

T, —2Ts +Te¢= 0/-h2



Tl = IOO[OC] 2 TG T4 _
h = 0.1/5[m] = 0.02[m] T=100 VT=0 “5- = 3%
T1 T2 T3 T4 T5 T6
, 42T (x;) . — wezet fikcyjny (ang. ghost node)
VT, = ——= =T,
da? T, 2T; + T,
it1 — 24+ 1 .

T = 2 - =0 dlai=2,3,4,...5?)
dTi':T',:TiH*Ti—l — d7s _ :%:Ta—ﬂ
dx ‘ 2h dax On 2h

Ty = 100

T 2Ty +T3 = 0/ -h?

T, 213 +Ty = 0/ h? (4)
T3 =21y +715 = 0/ h?
T, —2T5 +Tg= 0/-h?
dT5 6 — T4
a:Té:—i’)OO: 57 —  Tg=-300-2h+ 1Ty
T4—2T5+—3002h+T4:O — 2T4—2T5:12
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T,
T5

coocor
|
co =N

92.5
85
77.5
70

100

= —100

+Ty = 0

=27, +T5 = 0

2T, 215 = 12

0 T 100

0 Ts —100

0 T3 | = 0

1 Ty 0

-2 Ts 12
0 Ts —100
0 3 | 0
1 Ty | 0
2 Ts 12

180 9%5 85
77.5
© @)
1 Ty T3 a4 '




15

T,
Ts5

coocor
\
c o N

92.5
85
77.5
70

= 100

= —100
2Ty 415 = 0
20T, 215 = 12
0 T 100
0 T —100
ol | = 0 (6)
1 Ty 0
2 || 12
0 Ty —100
ol m| 0
1 Ty 0 (7)
2 T 12
T*(z) = —300z + 100
SL’Il 37'2 55'3 51;4 -'1;5



Warunek Neumanna z lewej strony — dla x;

Ty — 2Ty + T
VT|pme, =T} = =0 (9)
oT ar — T,—T,

8n| ! dx 2h WOEW (10)

Rugujemy Tp: z (10)

T2 — 2T1 + T2 + 2h - wbLw
=0
12
R
Uwaga: jednoznacznos$¢ rozwigzania <> istnieje warunek Dirichleta




Zadanie:
- wymuszenie f - réwnanie Poissona

VT = f(2)
|
Tivh — 2T + T,
+ 72 = f(xi)
- warunki Robina (lewy i prawy)
or
i =5
on +g "
!
lewy: prawy:

W = f(xs)

LioTi 4 G(as)Ts = 7(xs)




Réwnanie Laplace'a 2D

Zagadnienie brzegowe =

@ rdéwnanie rézniczkowe ...

0%u
V2’LL = a9
ox
@ ... + warunki brzegowe
o warunek Dirichleta
uUu=1u
o warunek Neumanna
ou  _
on 4

o warunek Robina

0%u
— =0 11
- (11)
na I,

na I



Zagadnienia brzegowe 2D - przyktady

. _ I T
El ulr, B ? 02 ) ry: g—rulh“1 = 0
2 ’U,|[‘2 B r Viu=0 Is: u|r2 = -1
F3 : U|F3 =1 !

Il
—

Fg : u|1"3

oy Vecttiel: grady)

B s
o8 s
o7 04
o 02
s o
0 02
5] 0
o2 08




Zagadnienia brzegowe 2D - przykfady

Ty I's
I'i: up,= 0 o 0O Fy: owulr,= 0
Ty:  up,= 1 r, V=0 Iy: 2, = 1
0

Fg . %‘Fs = 0 Pg . a—ﬁ|p3




Metoda réznic skonczonych 2D

Pierwsza pochodna — dwupunktowy iloraz réznicowy centralny pierwszego rzedu

u(z,y)

ox

L w1, y) —u(@io1,yy) | w1 — Uiy

T=a;,y=y; Tipl — Ti—1 2hy

*—Oo—o

Druga pochodna — trzypunktowy iloraz réznicowy centralny drugiego rzedu

82u(x,y) ~ Uit1,5 —2ui7j +ui—1,5 p
Ox2 h2
T=T4,Y=Y; [ o
< o
[ o
< o
u(z, y) o Wil = 2Ui 5 AU .
B ~ h2
4 T=x;,y=y; 4
Laplasjan — réznica pieciopunktowa (zat. hy = hy = h)
0u(z,y 0?u(zx,y
V2u(x,y)| _ (2’ ) + (27 )
T=T;,Y=yY; oz dy
T=x;,y=y; T=x;,Y=Y;
2 L
v U(J»’,y)|z:zl,,y:yj ~ g (Wig1g + i1 = dui 5+ iz +uig-1)



Warunek brzegowy (np. dla lewego brzegu obszaru)

@ Dirichleta: (funkcja w weztach przyjmuje z géry zadana warto$¢)
u(zo,y) = f(y) — wo,; = f(y;)

@ Neumanna - realizacja warunku z wykorzystaniem wezta
pomocniczego lezacego poza obszarem zagadnienia

Qulso ) — g(y) —

et — g(y;) — —

u—1,; =u1,; — 2hg(y;) .



Metoda réznic skonczonych 2D

warunki Dweta zrodlo

szltuczne wezly
schemat (o]
pelny
o
o
schemat
zredukowany o

warunek Neumanna

Viu=—-——+—-—=0 (12)

2 2
8 Uj,j 8 Uq, 5

Vu; ; = =0 13
Y oxd; oy (13)
Puij o Uikl = it Ui
GYig oy =
dx3 ; h? ”
Puig _ o Uigrr = 2+ i
oy ; vy h2

(15)



ity = Qi+ Wiy W1 = 2t Ui

2 02 =0 (16)
@ dla punktéw wewn. obszaru

Wit1,j + Uijt1 + Uim1,; + Ui j—1 —4u; ;=0



Reindeksacja weztéw
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Uit + Wi g1+ Uimr,j + Ui j1 —dui 5 =0
P(zi,y5) = Pij
u(P;j) = ui;
DIa P(xg,y]_o) , ’L = 2, _] = 10
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Warunki brzegowe
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warunek Dirichleta

U = U
— mozliwo$¢ usuniecia wezta
(niewiadomej) z ukt. réwnan
warunek Neumanna

Our,  _

S — 4k

On
— rozwazanie laplasjanu w Py i

usuniecie fikcyjnego wezta poprzez
wprowadzenie warunku

warunek Robina — j.w.



Prosty przyktad

Ay

7=0

vZ=o0

q=0

u = 25x

o somen




Problem Motz'a

g=0 4 11)
G=0 v2 =0 o = 100
X
(-1,0) 2 =0(00) g=0

u=37 ar® D cos [(251) 6]

o solsicn




Podsumowanie - ogélna idea metody réznic s

du wyy—uy
R
1. Zapisanie rownania roznlczkowego w postacl réznicowe] & 2
qu JUin— U+
dx? W’
A

2. natozenie siatki weztéw na obszar zagadnienia

3. utozenie réwnania réznicowego dla kazdego wezta
wewnetrznego

4. wprowadzenie warunkéw brzegowych dla weztéw skrajnych

5. rozwiazanie powstatego URL ze wzgledu na nieznane
wartosci weztowe funkcji pola



+

mozliwosé rozwigzania dowolnego
réwnania rézniczkowego (zwyczajnego,
czastkowego, liniowego, nielinowego)

mozna stosowa¢ do o$rodkéw
niejednorodnych i anizotropowych oraz
do osrodkéw nieliniowych

fatwa pojeciowo i prosta w
implementacji komputerowe;j

rzadka macierz gtéwna uktadu rzadka
— (stosunkowo) mate wymagania co
do pamieci — mozliwo$¢ stosowania
metod iteracyjnych rozwigzywania
uktadéw réwnan

Metoda réznic skonczonych — podsumowanie

@ ktopoty z

dopasowaniem siatki do
obszaru o nieregularnym
ksztatcie

koniecznos$¢
réwnomiernego
podziatu i zwigzana z
tym duza liczba weztéw

poprawa doktadnosci
obliczen w zasadzie
tylko przez zageszczenie
podziatu, co prowadzi
do olbrzymiej liczby
weztéw (niewiadomych)
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