Metody numeryczne

Wyktad 10
Rozwigzywanie réwnan rézniczkowych zwyczajnych
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Przyktad

y(x) = 22
?Jl($) S
y(x) = 22

y(z + Az) = (¢ + Az)? = 2° + 2zAz + Ar?

;o Y@+ Az) —y(x) 224 9% An 4 AL — g2
y = lim ~ lim
Az—0 Ax Az—0 P Ao — 1z

Az(2x + A
Az—0 Az Aot



iczkowanie numer — llorazy

Niech y; = y(z:), y; = y'(z;), itd. ...

o Il. r6zn. w przéd (progresywny)

!
Y =tgay
Y~ Yit1r —Yi _ Yi+1 — Ui Y
i~ =
Tit1 — Li h il. rézn. centr.
il. rézn. regr. T
L. Yigl - - - = =22 il. rézn. prog.
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iczkowanie numer

Wartosci funkeji f(x) stablicowane
(z0,¥0), (z1,¥1), (x2,y2)

(z —z1)(= — =2) (z — z0)(= — z2) (z —z0)(= — =1)
W(z) = + + 1
@ =0 G w0 —22) T 1 — w01 —e2) T ez —wo)@a — o) )
22 — xxr1 — T + 1T z2 — TTO — TT2 + TOT2 22 — TTr) — TT1 + TOT1
Wi(x) = + +
(@) =wo (zo — z1)(z0 — ®2) ut (z1 — zo)(z1 — ®2) v (z2 — =o) (22 — 331)(

Rézniczkowanie W, (x)

2x —x1 — T2 2z — xg — x2 2 —xg — 1

W' (@) = yo +u1 Y2 (3)

(zo — z1)(wo — =2) (z1 — z0) (@1 — =2) (z2 — z0) (w2 — =1)
W (@) ’ + ’ + = )

) = Yo Y1 Y2
(zo — 1) (20 — 22) (z1 —z0)(z1 — 22) (z2 — z0) (22 — 21)
Dla weztéw réwnoodlegtych
2z —x1 — x2 2z — xg — x2 2z —xg — X1

W'(z) = yo Y1 Y2 (5)

2h2 —h? 2h2



Dla weztéw réwnoodlegtych
2r — x1 — X2 2r — x9 — T2

2 —xo — T1

W (x) =
@) =vo——"p,5 N3

2
v 2 v

" _
Wi@) =35+ 32 T3

_3% 20y

z=z0 = W/ (x)=

2h h 2h
Yo Y2
= w' =2 4 =
r=x1 = (z) on T on
Yo | 2y1 3y2
= = Wii)=-2 4 22 - 222
re @ ==t "

2h?

(6)
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Btad rézniczkowania numerycznego

Niech bedzie dana funkcja f(z) = e”.
Korzystajac z ilorazu réznicowego centralnego pochodng f’ mozna wyrazi¢ jako:

_ flxiy1) — flzi-1) 10

o (h?), gdzie ;41 = h, z;_1 = —h

(=)
a wiec dla punktu z = 0 otrzymaé mozna

ch _o—h
’ 2
£(0) = —— +0(*)

Btad zaokraglenia wprowadzany w trakcie obliczen komputerowych skutkuje:

a wiec
h —h h —h
e + Ry —e P+ Ry e —e Ri1 — Ry
Fo)= ———— T2 1t 0o0n?) = + + om®)
2h 2h 2h N~
Btad obciecia
Btad zaokraglenia
btad
catkowity
Ry — R
h—0,0h% -0, 22

2h




Réwnania rézniczkowe zwyczajne

Réwnanie rézniczkowe zwyczajne rzedu n:
Fa,y(@),y (@), y" (@),....y"(2)) = 0

@ F:D C R"?2 — R jest zadana funkgcja,
@ x — zmienna niezalezna
@ v,y ..., y(™ — kolejne pochodne szukanej funkgji

Réwnowaznie
v (@) = f(@,y(@),y (2),y" (@),...,y" V()
gdzie f: D C R*T1 - R.

y(@),...,yM (@) = y,...,y".
Uktad

y/ = f(mr y) T e [ar b} (8)
y(@) = va (9)

nazywamy zagadnieniem poczatkowym (zagadnieniem Cauchy’ego) dla réwnania
pierwszego rzedu.

Jesli funkcja f(z,y) nie zalezy jawnie od z, tj. ¥y’ = f(y) uktad réwnanie (8)
nazywamy autonomicznym.



y=y()

(to,y0) = (0,1)
Yo
—%dy =dt (12)
/—indy = /dt (13)
y t=t+C (14)

1

Y= m (15)

Szukamy C' wymuszajac spetnienie
warunkéw poczatkowych

1
= 16
Yo to+C (16)
1= ! =1
04 C N
Ostatecznie:
1
= 17
YT (17)
Sprawdzmy:
r_ -1 _ 1 .2
YTy T Ttz Y

01

08

05

2 4 6 8 W 2 1 1 1



v () = £y, ¥ (0,5 (1), ..., ¥ (1))

y' = f(ty(t) (18)

+ warunek poczatkowy:

y =1 (20)
"(t:) = f(ts,y(ts 21
vt = i) ) Yirr =Yi + fi- (tiv1 — i) (24)
Podstawmy:
yi = y(t:)
fi=f(ti,y)
yi = y'(t:)



Metoda Eulera (tamanych)

Yir1 = Yi + fi - (tiy1 — ti) (25)

Najczesciej punkty t; rébwnoodlegte
h= ti+1 —t; (26)

h — krok catkowania

v y(t)
Fit1 =|Yi g(t)
* _
Yit1 =
yi = y(ti) v
t
i i i i i i
T T T T T T
to t1 tz tz3 tg ts

t; tir1=ti+h
Ay, =h- f; (27)

Avy; — poprawka w i-tym kroku iteracji



Przyktad

Wykona¢ dwie iteracje metody Eulera w celu rozwiazania réwnania:

{yl(/(/)) z _iyz (28)

Przyja¢ krok catkowania h = 0.1.

Yir1 =yi+h-fi (29)
Z warunku poczatkowego: ye=y1+h-fi
to =0 poe= & fi=—-y}=-09%=-0.81
Yo = y(to) = 1 y2 =0.94+0.1-(—0.81) = 0.819
=y +h-fo

yYs="Yy2+h- fo
fo— —y2 = —0.8192= ...
Yz = ...

fo=-yg=-12=-1
y1=1+0.1-(—1)=0.9




Wersje metody Eulera

Yir1 = Yi + Ay;

Wersja podstawowa
Y

Ay; =h- f;

Yi

Zmodyfikowana m.E. (m. punktu

h h
Ay; = f(z; + 50 Yi +f($iayi)5)h

Styczna do tuku AB w punkcie z =
" prawie” réwnolegta do cieciwy AB.

x4 . Yi
Lfﬂrl jest

Udoskonalona

Ayi = hf(wi,yi) + f(=i +2h,yi + f(xs,yi)h)

Wspdtczynnik kierunkowy siecznej AB jest

2

Srodkowe

L

i t+h

go - midpoint)

()

Ay

T

m.E.

"w przyblizeniu" $rednig arytmetyczng wspétczynnikéw

Ti xi+h/2x;+h

()

kierunkowych stycznych w punktach A i B.

(30)



Metody Rungego-Kutty

Yir1 = Yi + Ay;

@ 1 rzedu
° Yiy1 =y +hf (zi,yi) =yi + k1 — m.E.
@ 2 rzedu
o Yir1 =y +hf (z; + %, y; + 3k1) = y; + ko — zmodyf. m.E.
o yiy1 = yi + 3 (k1 + k2) — udoskonalona m.E.
@ 4 rzedu
1 ¥
Ayi = 6(]4?1 + 2ko + 2k3 + k‘4)
Yor0.5hk) L //}. -
ki = hf (zi,y:) =T e
k2 = f (.’L‘i + %’ Yi + %kl) ya+0.5hke 4@{ tga= (K, 2k 2k He)I6
ks =hf (z; + &,y + 3k2) . - |
ky = hf (z; + h,y; + k3) L= 1 . :




=== dokladne

e |t dokt. mE ud.mE RK2 RK4

0 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000
0.5 | 0.6667 | 0.5000 | 0.7188 | 0.6875 | 0.6094 | 0.6667
1.0 | 0.5000 | 0.3750 | 0.5449 | 0.5184 | 0.4498 | 0.5000
. 0.4000 | 0.3047 | 0.4342 | 0.4144 | 0.3594 | 0.4000
2.0 | 0.3333 | 0.2583 | 0.3593 | 0.3445 | 0.3004 | 0.3334
2.5 | 0.2857 | 0.2249 | 0.3058 | 0.2945 | 0.2585 | 0.2857
3.0 | 0.2500 | 0.1996 | 0.2659 | 0.2570 | 0.2272 | 0.2500
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=== dokladne

e |t dokt. mE ud.mE RK2 RK4

0 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000
0.5 | 0.6667 | 0.5000 | 0.7188 | 0.6875 | 0.6094 | 0.6667
1.0 | 0.5000 | 0.3750 | 0.5449 | 0.5184 | 0.4498 | 0.5000
. 0.4000 | 0.3047 | 0.4342 | 0.4144 | 0.3594 | 0.4000
2.0 | 0.3333 | 0.2583 | 0.3593 | 0.3445 | 0.3004 | 0.3334
2.5 | 0.2857 | 0.2249 | 0.3058 | 0.2945 | 0.2585 | 0.2857
3.0 | 0.2500 | 0.1996 | 0.2659 | 0.2570 | 0.2272 | 0.2500

UL WN - Ol
=
ot

== dokladne

p—— ) t; dokt. mE ud.mE RK2 RK4

fo 0 1.0000 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000
0.25 | 0.8000 | 0.7500 | 0.8086 | 0.8047 | 0.7793 | 0.8000
0.5 | 0.6667 | 0.6094 | 0.6765 | 0.6721 | 0.6415 | 0.6667
0.5714 | 0.5165 | 0.5806 | 0.5765 | 0.5466 | 0.5714
1.0 | 0.5000 | 0.4498 | 0.5081 | 0.5046 | 0.4768 | 0.5000
1.25 | 0.4444 | 0.3992 | 0.4515 | 0.4484 | 0.4233 | 0.4445
1.5 | 0.4000 | 0.3594 | 0.4061 | 0.4035 | 0.3808 | 0.4000

oG W= O
=)
=
(S




Metody jednokrokowe - podsumowanie

{yi+1 = y’b+hf(x1ay’uh)7 xl:a/—i_lhv 1=0,1,...,n—-1
Yo = Ya

@ Metoda Eulera — najprostsza (i najmniej dokfadna) metoda
numerycznego rozwigzywania r.r.

@ Metoda RK4 — najdoktadniejsza, najpopularniejsza

@ Im mniejsze h tym lepsza doktadno$¢ rozwigzania, ale... bez

przesady: brak Scistych regut doboru optymalnego kroku catkowania
(metoda préb i btedéw).

Korzystanie z ulepszen metody tamanych daje wyniki nieporéwnywalnie
lepsze.



Metody wielokrokowe - przyktad

?J; = f(xiayi)

. r6zn. w przéd (progresywny) metoda Eulera

N
Yi+1 — Yi Yi+1 — Yi
Y~ ml-+1 — xl == 5 : Yir1 = Yi + hf (5,9:)
3 K3
jawna metoda punktu
Il. rézn. centralny Srodkowego
—

Y~ Yir1 —Yi-1 _ Yir1 — Yim1 Yir1 = Yi—1 + 2hf (@i, v:)
Tip1 — Ti—1 2h

metoda dwukrokowa

Yo = yo + 2hf (x1,1)

Yo — z warunku poczatkowego
y1 =7



Metody wielokrokowe

{akyi+k+...+041yi+1+060yi:h.(ﬁkfi+k+...+ﬁ1fi+1J,-ﬁofi); i=0,1,... k-1
yi =yi(h); §7=0,1,....k—1

a) Adamsa-Bashforth =1, L
j(aw)ne amsa-bashiortha ;: 0 Yirl — Yi = hZﬁé'})fH
: =
(b) Adamsa-Moultona r =0, S L)
niejawne =1 Yi—Yi-1= hzoﬁfﬂ' fi*j
: =
q
.. =1
(C) Nystréma niejawna ;_ 1' Yir1—Yi-1=h Z ﬂé;)flfj
=1, =

. q
(d) Milne'a jawna 7”_— 0, Yi —Yi-2 = hZﬁélj)fzf]
j=0



pie

Uktady réwnan rézniczkowych

x (t) = a11@1(t) + a12z2(t) +
ff,z(t) = a2121(t) + az2x2(t) +

), (t) = an121(t) + an2z2(t) +

x'(t)

x(t) — wektor zmiennych stanu
u(t) — wektor zmiennych wejsciowych
A — macierz stanu, o wymiarze n X n
B — macierz o wymiarze n X m

@ réwnania stanu reprezentuja d

cootainzn(t) + briul (t) +
oot aonan(t) + ba1ui (t) +

o+ bimum (t)
oot bgmum(t)

vt annn(t) + bniur(t) + ... + bnmum(t)

= Ax(t) + Bu(t)

u(t)

wejscie

ynamike systemu

@ sa to réwnania rézniczkowe pierwszego rzedu

system

dynamiczny

(31)

(32)

y(t)
wyjscie

@ réwnania te wyrazaja pierwszg pochodng po czasie wektora stanu jako ogdlna
nieliniowa funkcje f(x,u), wektora stanu i wej$é



Metoda zmiennych stanu

Zagadnienie poczatkowe dla réwnania n-tego rzedu jest rébwnowazne
zagadnieniu poczatkowemu dla uktadu réwnan pierwszego rzedu

any™ () + ... + a1y () + aoz(t) = bou(t) (33)
y’il = f(x7y13y27~~-,yn)7 T € [a,b]
yim—l = Un
Y1 = Y2
(n—1)

yi(a) = Ya, Y2(a@) = Yo, Yn(a) = ya



Przyktad

{

my( (8) + bayy () — biya(t) =

{

] ; 7 (34)
biys(t) — biyi(t) + eya(t) = ua(t) + ua(?)
zZ1 =z (t) =Y (t)
z2 = 22(t) = 21 = y1(¢)
z = 2(t) = ¥/ (t) (35)
z3 = 23(t) = y2(2)
25 = 23(t) = y5(t)
mzé + b3z — b1z3 = Uy (36)
b1Zé —bizg +cz1 = Uy + us
o
Z1 = 22
é = iul = %322 aF %23 (37)
Zh=pu 4 Uz + 22 — £21




Przyktad

{20+ 240 ) () -
3ya(t) — 3y1 (t) + 4y (t) = wa(t) + ua2(t)
zZ1 = Zl(t) =i (t)
22 = 2(t) = 21 = y1(t)
2 = 25(t) =y (t) (39)
z3 = 23(t) = y2(t)
23 = 23(t) = ya(?)
22 + 229 — 323 = g
{ 324 — 323+ 421 = ug + uo )
2] = 29
2y = %m — 225+ 323 (41)
Z5 = zu1 + 3u2 + 22 — 321



Przyktad
Konwekcja termiczna w atmosferze — atraktor Lorenza (1963)

d*ftﬁ = U(Z/ - m)v
B~ (-2, (42)
T = zy-— Pz

+RYS
o — (liczba Prandtla) — charakteryzuje lepko$¢ osrodka,

p — (liczba Rayleigha) — charakteryzuje przewodnictwo cieplne osrodka,
(8 — stata charakteryzujaca rozmiary obszaru, w ktérym odbywa sie
przeptyw konwekcyjny
oc=10, 3=28/3, p=28

=11

| ol
wl A\ ‘;/\“

5 8 B o8 ¥ s




Opis ukfadéw fizycznych

@ modele statyczne — zalezno$¢ pomiedzy zmiennymi wejsciowymi i
wyjéciowymi uktadu w warunkach réwnowagi (brak zmian na wejsciu
i wyjsciu uktadu) — ch-ka statyczna (zalezno$¢ wyjscia od wejscia)

@ modele dynamiczne — reakcja uktadu na zmiane sygnatu
wejéciowego — ch-ki czasowe

u

(a) Wymuszenie skokowe (b) Reakcja uktadu stabilnego i niestabilnego na
wymuszenie skokowe



Liniowe r.r. n-tego rzedu
anz™ () + ...+ ay2' (t) + agx(t) = bou(t)
— zasada superpozycji

2(t) = 2y(t) + 2, (1)

x5(t) — rozwiazanie swobodne
Ty (t) — rozwiazanie wymuszone

Rozwigzanie swobodne
ant™(t) + ... + a1’ (t) + apx(t) = 0
z,(t) = AeM
an\"AeM + . 4 a  NAeM + agAeM = 0 /: AeM
= réwnanie charakterystyczne
apN"+ ... +ad+ag=0 (43)

pierwiastki (43) — bieguny uktadu
24(t) = suma sktadowych wszystkich biegundw



Bieguny uktadu a sktadowe rozwigzania swobodnego

@\, =, ainR
Aie)‘t
@ jesli \; jest pierwiastkiem m-krotnym
(Ai + Ai-i—lt + Ai+1t2 +...+ A]H_m_ltm_l)e)\'t
@ jedli A\; ;11 = a+ jw — para pierwiastkéw zespolonych

Ale(a+jaJ)t + Age(a—j“’)t = Aeo‘tsin(wt + 9)

jedlidlat — oo, x4(t) — 0 = uktad stabilny & A, Re()\;) <0



Rozwigzanie wymuszone

ant™ () 4 ... + a1z’ (t) + aoz(t) = bou(t)
£(t) = 2a(1) + ()

Nicr 2 =0
Réwnanie statyczne:
apx(t) = bou(t)

Nicin 2 = 0 - brak zmian w ukfadzie, dla t > 0:

u(t) = ug
bo
Ty(t) =To = —u
w() 0 a0 0
& stan réwnowagi

(0, up) — punkt réwnowagi/pracy. n
Dla uktadéw liniowych istnieje jeden
punkt réwnowagi. X, X

Dla uktadéw nieliniowych moze by¢
ich wiecej. §



Rozwigzanie ogélne dla wymuszenia skokowego/impulsowego
(u(t) = ug dla t > 0)
2(t) = 25(t) + 20 (t) = AreMt + . 4+ Apett 43y

Aly ..oy An, To — ZNane
Ay, ..., A, — do wyznaczenia z warunkéw poczatkowych — rozwiazanie

szczegblne

Przyktad

asx” (t) + a12' (t) + apz(t) = bou(t)
z(0)=c
2 (0)=0

T =Ts+ Ty = A1 + Age™2t 4 g
Ale’\lo aF Age)‘QO +x9=cC . Al +As+x9=c
)\1A1€>\10 aF )\21426/\20 =0 AA; + XA =0

Ao 1— X
= A =
DR

A




Portrety fazowe

Portrety fazowe dla uktadéw liniowych

Im Im
bitg Re
3 g

wezet stabilny ognisko stabilne centrum

ognisko niestabline  wezef niestabilny siodto



Uktady nieliniowe

Atraktor Lorenza

a = oly—a),

dy
o = zlp—2) -y, (44)
zZ
L = gpy-— 2.
dt Y
x() ¥l (1)
15 2 40
"
o
0 0 25
5
s
02 04 06 08 1 12 14 16 18 b 02 04 06 08 1 12 14 16 18 02 04 08 08 1 12 14 16 18
.
= /7
N - /
=
X /
N /
1
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. \ WY /
sl ‘\&/f\ /
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p=13,0=10, =%

p=150=10, =% p=280=10 =3


http://www.youtube.com/watch?v=FYE4JKAXSfY

Uktad RC

V.(t

o u(t)
wejécie[ J_C ﬁ wyjsue RC
O

u(t) )= Ve(t)
] |

Niech w(t) = sin(t), gdzie t > to, to — chwila poczatkowa
Jak okresli¢ napiecie wyjsciowe y(t) dla ¢t > tg
u(t) = ugr(t) + uc(t)

i(t) = dac ugr(t) = Ri(t) = RCduC( )

Niech y(t) = V. (t) — zmienna wyjécia

go(t) = Cuc(t) dt
dth(t) tcuc(t) = y
Cdugt(t) i u(t) = rcd gt(t) + uc(t)
duc(t) 1 1
m 7o) — pauc(t) (45)



Uktad RC

Oznaczmy zmienng stanu jako:

Tr = uc
oraz wyjscie obiektu
Yy =uc
duc(t) 1 1
= ——uc(t) + =—=u(t
d re o™+ el
Opis w przestrzeni stanu:
'(t) = —p=x(t)+ psu(t) réwnanie stanu (46)
y(t) = z(t) réwnanie wyjscia

Warunek poczatkowy: g = uc(tg) — wartos$¢ napiecia na kondensatorze
zalezna od zmagazynowanego na nim fadunku w chwili poczatkowej
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Uktad RL

wejscie
u(t)
wyjscie

_uit

Ri(t) + Ld;(tt) — u(t)
dt) R, 1
) = i) + put)

Oznaczmy zmienna stanu jako:
T=1
oraz wyjscie obiektu
y=1i
Opis w przestrzeni stanu:
{ () = —Zx(t)+ Tu(t)
t

y(t) = =()
(47)
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