Metody numeryczne

Wyktad 8
Catkowanie numeryczne




Pojecie catki

@ Catka nieoznaczona

L) _ piay 1)
/f(a:)dx =F(z)+C (2)

F(z) — funkcja pierwotna danej catkowanej funkcji f(x)
CeR

o Catka oznaczona (w przedziale < a,b >)

/b f(z)dz (3)

< a,b > — przedziat catkowania

a, b — dolna i gbrna granica catkowania



Interpretacja graficzna catki oznaczone;j

Twierdzenie Newtona-Leibniza

b
/ f(z)de = F(b) — F(a) (4)

— numerycznie czasochfonne (obliczenia symboliczne — CAS), a w

wielu przypadkach niewykonalne (e‘xZ, %)

Interpretacja graficzna
Sy f@)
y(@)t---- -+ “
y(a)- > _,(_

]
]
|
]
]
]
|
b X

Catka oznaczona Riemanna
catka oznaczona = suma pdl obszarow ograniczonych wykresem funkcji
f(z) oraz osig OX.



f(z)

Wo(z) = co

a+b
=) 6-a)

Wzér prostokatéw

So(z) = f(



Wo(z) = co

a+b

So(a) = £(*5

Wzér prostokatéw

f(z)

) (b a)

f(z)

S1(zx)

SO SRR

Wi(z) = c1z + co
_ f(a);f(b) (b

Wzér trapezéw

a)



f(=@) ) f@)

Wi(z) =c1z+co

) (- a) siw) = IO )

Wzér prostokatéw Wzér trapezéw

) f(x)

Wa(z) = c2x? + 1 + ¢
_ f@ 45 () + )
B 6

Wzér parabol (Simpsona)

S3(x) (b—a)



f(z)

Wzér prostokatéw

) f(x)

Wa(z) = c2x? + 1 + ¢
_ f@ 45 () + )
B 6

Wzér parabol (Simpsona)

Sa(z)

(b—

a)

S1(zx)

f(z)

Wi(z) =c1z+co
@0

Wzér trapezéw

..7 — efekt Rungego

Runges Phenomena Revisited

08 06 04 02 0 02 04 06 08

a)



Metoda prostokatow Metoda prostokatow
10 40
35
8 |
30
6 ] 25
20
4 1 15
5 10
5 ]
5
0 0
0 05 1 15 2 25 3 A
Metoda trapezow Metoda Simpsona
10 10
8 g 8 1
6 R 6 ]
>
4 1 4 g
2 1 2 R
0

05 1 15 2 25 3 0 05 fl 15 2 25 3



Ztozony (ogdlny) wzdr trapezéw

b
/ f )z =2 (6)
Podzielmy przedziat < a,b > na n réwnych przedziatéw
< x0,T1 >, < T1,T2 >,..., < Tn_1,Tyn >, gdzie punkty 1,22, ..., Tn
wyznaczamy wg wzoru:
xi:a—l—l(b—a), 1=1,2,...,n )]
n

Zatem: . " .
/a e =3 / fw)dz (8)

Niech h = b*T“ — dtugos¢ kazdego z podprzedziatéw.
W kazdym z podprzedziatéw zastapmy funkcje f(x) wielomianem
interpolujacym Lagrange’a Wi (x)

/z fla)de / Wi(2)de ©)



Niech k = 1, Wi (z) jest wielomianem stopnia 1 o weztach interpolacji x;, ;1.

Zatem .
/ Wi (z)de = %h (10)
Ti—1

gdzie yi—1 = f(zi—1), yi = f(x;).
Ostatecznie: b
_ Yi—1 + Yi
[ o3 w
a i=1
b = Y +y
i—1 i
/ J@de = Y EEER
a i=1

h h
= (yo+y1)+§(y1 +y2)+~~-+§(yn—1 +yn)

(yo+v1 + vi+v2+ ... Yn—2+Yn—1 + Yn—1+Yn)

(yo+2y1+...+2yn—1+yn)

ISR~ R P R Pl R e

n—1
(Yo +yn +2 ) _vi) (12)
1=1

Ztozony wzér trapezéw



W?zory ztozone

prostokatéw
, N B| < (b—a)® a)?
JRECIET) 24
a i=1 M= max [f''(=)
re<a,b>
trapezéw
(b—a)®
b h n—1 |E| 12n 2
do = - n+ 2 i
/a f@)dz = 3 (yo + yn + > i) M= max |f"@)
i=1 re<a,b>
Simpsona
b k—1 5
h (b—a)
do = — 4 io1+2 iTYn El< -7
/a f(z)dz = 3 (yo+ ;yz 1t ;Zﬂ +yn)  |E| 180n4
M= max |f® ()
gdzie k = n /2, h - odlegtoé¢ miedzy kolejnymi weztami z€<a,b>

kwadratury



N S SRS Ot 4
Przyktad

Obliczyé przy pomocy wzoru prostokatéw f49 %dm z doktadnoscia

e=1072.

(b—a)®
Bl < ——
2l 24n?

M= max |[f"’(2)
rE<a,b>

M

(b—a)?
24n?
(b—a)®
24¢

M < e

M < n?

>
" 24e

(b—a)3M

f@)=a""
f'(@) = a2
f”(l‘) _ 2$_3
3 1072
2
1
4 68

M= max |f(2)] = (4

M =~ 0.0313



(9—4)3-0.0313
M T 4,034
"= \/ 24102 03

Przyjmijmy n =5

h:bfa:9g4:1_)

/ fd,r»thy%, =1-
4

2+2+ +2)~08089~081
11 1315 17 ' -

9
1
/ Sdz=Inz|) =9 —Ind = 21972 — 1.3863 = 0.8109 ~ 0.81
4 T



Ogodlne sformutowanie zadania poszukiwania kwadratury

b N f®)  f(x)
[ fx)dz = 3 w;f(x:)
a =0
np. dla wzoru Simpsona z
n=2 a 2 b
— b—a —9.b=a — b—a Wa(z) = c23” + c1z + co
wo—ﬁ,w1—2 3. W2 = —§ 2 e
Sa(e) — f(a) +4f(6; )+ F) b—a)
b b b n
/ flx)dz =~ W, (z)dx =/ Zf(xz)ez(x)dx
a a a =0
n b n b
= > / Fla)li(z)dz = f(a;) / l;(z)dz
i=0v4a i=0 Nl ,

w; —wagi



b n b v fl@2)  f(x)
/ f@)dr ~ 3 f) / ti()dz oy
@ 1=0 \a—,_/ f(zo
w; —wagt

= Z wi f(x:)
i=0

o W;(x) — wielomiany Lagrange'a

7=0
NE]

!

@ z; — wezty kwadratury, zera wielomianéw Lagrange'a



N w 0 1 2 3 4 5 6 btad wzor

1 (1/2)h 1 1 n3(1/12) f @ (¢) trapezéw
2 (1/3)h 1 4 1 15(1/90) f@ (¢) parabol
3 (3/8)h 1 3 3 1 h®(3/80) f @ (g) 3/8

4 | (4/90)h 7 32 | 12 | 32 7 n7(8/945) £ (¢) Milne’a
5 | (5/288)h | 19 | 75 | 50 | 50 | 75 | 19 h7(275/12096)fF O (&) | ----

6 | (6/840)h | 41 | 216 | 27 | 272 | 27 | 216 | 1 | R9(9/1400)f®) (¢) Weddle'a

@ Dla wielomianéw wyzszego stopnia — wspdtczynniki ujemne —

kwadratury nie zawsze zbiezne — wzory nieuzyteczne

o Dla N nieparzystych - rzad kwadratury = N +1 (np. dla N =1,
wz. trapezéw, oparty na 2 weztach, doktadny dla wielomianéw
stopnia < 2)

@ Dla N parzystych - rzad kwadratury = N + 2




Kwadratury Gaussa

Zadanie:

Dobraé tak potozenie weztdéw i wartosci wag kwadratury aby catka byta
doktadna dla wielomiandéw stopnia wyzszego niz n. Mozliwe?

Tak!

Niech wg, ws, ..., w, — wagi, g, Z1,...,Z, € [—1,1] — wezty

kwadratury.
Dla catki

[ s
21

dobraé x; i w; tak, aby wyrazenie

sz‘f(xi)
i=0

przyblizato ja jak najlepiej
f — dowolna funkcja okreslona na [—1,1],
w(z) — tzw. funkcja " wagowa”



Przyktad

Wyprowadzi¢ kwadrature Gaussa opartg na dwdch weztach (n = 1)
F(§) = ao + a1€ + az€? + a3€®

1 1
/ F(£)de = / ao + a1€ + a2€? + az€3d¢ =
-1

-1

1 1 1 ! 2
CLQS + —(1152 =+ —a2£3 =+ —a3§4 = 2ag + —as (13)
2 3 4 1 3

1
[ PO = F(ea)un + Pléa)ua =

(a0 + a1€1 + 28 + aséd)wy + (ao + ar&e + a283 + aséy)we =
(w1 -+ wQ)CLo + (§1W1 + §2w2)a1 + (f%u& + fgwg)az + (§f‘w1 + §§w2)a3 (14)



Przyktad
Poréwnujac (13) i (14)

w1 +wy =2
SGrwr +&we =0
Efwy + Ewy = 3 &
Ewy +Ewr =0

V)

—

wyp = ]_' Wy = ]_’ é-l = —\/Lg ~ —057735, 52 =

~ 0.57735

=8

3



Kwadratury Gaussa-Legendre'a — Wielomiany Legendre'a

1
ortogonalne na przedziale [—1,1] 0
Pi(x) ==z 1

Wzér rekurencyjny:

EEEEEE

SEEEEEE

2n+1 n

Prja(z) = nt1 aPy(x) — ntl n—1(z) (n=
= %(3@«2 -1)
= g(D,I?"‘ — 37)
= §(35m4 — 3022 + 3)
= 5(632° — 702® + 15z)
1

-5

=
=

—
[
o5}

(2312 — 31521 4 10522 — 5)
(42927 — 69325 + 31523 — 35z)
(64352% — 1201225 + 69302* — 126022 + 35)



n &i w;
0 0.00000 2.00000
1 —0.57735 1.00000
0.57735 1.00000
—0.77560 0.55556
2 0.00000 0.88889
0.77560 0.55556
—0.86113 0.34785
3 —0.33998 0.65214
0.33998 0.65214
0.86113 0.34785

@ wspdtczynniki wagowe zawsze dodatnie!

o kwadratury Gaussa s3 rzedu 2(n + 1)




Najpopularniejsze kwadratury Gaussa

@ kw. Gaussa-Legendre’'a
w(z) =1

1
I(f) = / f@)de x> wif ()
“ i=0

gdzie x; to pierwiastki (n + 1)-ego wielomianu Legendre'a
1

V1—z2

/f xNZuh (z4)

gdzie x; to pierwiastki (n + 1)-ego wielomianu Czebyszewa

@ kw. Gaussa-Czebyszewa w(z) =

. 22
@ kw. Gaussa-Hermite'a w(z) = e™*

1(f) = / e fa)de Y wif (z:)
s i=1

gdzie z; to pierwiastki (n + 1)-ego wielomianu Hermite'a



@ kw. Gaussa-Laguerre'a

w(r) =e*
10) = [ e~ Y- wif (o)
0 =1

gdzie x; to pierwiastki (n + 1)-ego wielomianu Laguerre'a

@ kw. Gaussa-Jacobiego
w(z) = (1-2)*(1+z)”

1(f) = / (1= 2)2(1 + ) f@)de = 3 wif (1)

i=1



Transformacja przedziatu

ff(x)dx < J F(&)d¢

b+a b-a b-a
d
B g 3

xX=

E=-1=x=a, E=1=x=b

Czyli

jf(x)dx—” “If[’”“ ba )d& jF(&)dé

F(&)— (b-;a bzagj



Przyktad

Obliczy¢ catke ff’(ar:2 + 2)dx przy pomocy kwadratury Gaussa:

T = +b—§ dac:b_Tadf
1l 4

i = i—l— 5 da::E’;—ldf
{ 4
=3+2¢ dx = 2d¢

5 1
/ (% +2)de = / ((3+25)2+2) - 2d¢
1 -1
1
= / 8¢2 + 24¢ + 22d¢
=1l

F(&) = 8¢2 + 24¢€ + 22



F(&) = 862 4-24¢ + 22

2
Z F(&:)w; = P(€1)ws + F(ég)ws

=1

Z":F(Ei)wi
i=1

= (867 + 2460 +22) wy + (863 + 2462 +22) wy
= (8(—0.57735)2 + 24(—0.57735) + 22) 14

i (8(0.57735)2 +24(0.57735) + 22) - il
=  49.33328



4
/ Inzde = (zlnz — z)|f = 2.545177
1

N kwadratura btad
Newtona Gaussa Newton Gauss
1 | 0.000000 | 2.748872 | 100% 8.00%
2 | 2.079442 | 2.557122 | 18,298% | 0.469%
3 | 2.525729 | 2.546084 | 0.764% 0.036%
4 | 2535590 | 2.545254 | 0.377% | 0.003%

(16)



Jedli f dyskretna — ztozone kw. Newtona-Cotesa

Jedli f dana wzorem — otwarte kw. Gaussa zapewniaja mniejszy
btad (przy uzyciu tej samej liczby weztéw) (dla n + 1 weztéw: rzad
kw. Gaussa = 2n+ 1, rzad kw. N-C =n+1V n+2)

catki niewtasciwe (f nieograniczona w przedziale, przedziat
nieskonczony) — kw. Gaussa-. ..



Metoda Romberga (dla ztozonego wzoru trapezéw)

ekstrapolacja Richardsona

-1
b—a [
k . _
i=1
1072
s A
k=0;n=1:h=b—a
Pt
1 1
Ty = (b—a) |:5f(a)+ Ef(b)] 1]
0 f *
4 5 6 7 8
1072
k=1l,n=2:h=(b-a)/2 3,5
_b-af1 at+b 1 9 Il
=2 [Qf(wf(—2 )+2f<b>}
14
a+b
T2=%T1+hf(%) 0

I
o
>
9
0 ¥



k=2n=4:h=(b—a)/4

1072
3
_b—a 1 a+b a+b 3(a +b) 1
) [ [5f(a)+f(T)+f<T>+f< 7 H;f(b)]
1 - 1T A a+b 3(a +b)
0 - X * * * 1=3 2+ f(T)+f -
4 5 6 7 P
k=3;n=8:h=(b—a)/8
.10~ 2 b—a |1 a+b a+b 3(a +b)
2 wby (D) (e
Fl— )+f( 5 +f - N
1 7(a + b) 1
0 f( 5 >+§f(b)}
4 5 6 7 P
T8:%T4+h(,“)
Ogdlnie:

1 3
Topn = 5Tn+hzf(a+(2k—1)h)

i=1



Niech I = [* f(z)dx ~ rozwiazanie doktadne

Btad wzoru trapezéw: Ui;ﬁf f"(z)

_ (b — a)3 7 b—a)d
[=Ty+ 5 f"(&) [ =Ty + (12(22;2#(5%)
fnu€2n S [aub]
Zat.:
F7(&n) = f"(&2n)
12n? n 12(2n)* Y
(I - Tn) (b — a)g =f (gn) (I - TQn) (b — a)g =f (5271)
(I —T,)n*= (I —Ts,)4n? (17)
I—T, =4I — 475, (18)
[ = o =T (19)

3



AT, - T,
o 3

I

Ogdlnie:
Tn,O = Tn (20)

wzér Eulera-Maclaurina — ekstrapolacja Richardsona —

_ 4mT2n,m—1 - Tn,m—l
B 4m —1

T (21)

Tgo Tg 1 T82 T83

) s

Ti6o Tisq Tie2 Tiss Tica

)



Przyktad

Obliczy¢ catke ff %dx przy pomocy metody Romberga.

Obliczamy przyblizenia catki przy pomocy ztozonego wzoru trapezéw
podwajajac ilo$¢ podprzedziatéw dla kolejnych przyblizen.

T =h(3yo+ D 0 vi+3un) Tan=3Tu+h) " fla+(@k-1h)

k=0: n=1 h=1, TLO:%.(H%)ZO 5

E=1: n=2 h:%, TQ,O:?T10+?~%5:0708333333

k=2: n=4 h=1, Tiyo=3Ts0+ 1 (155 + 155) = 0.69702380952
k=3: n=8 h=4

1 1 1 1 1 1

TPym = =TFhm = = - = 0.69412185037

80 = gla0t g <1.125 T 137 1625 1.875)
k=4: n=16 hzl—l6

T = =0 +i( LS S + ———) = 0.69339120220

16,0 = 9580 76 "\ 10625 ' 1.1875 ' ' 1.93757



T30 T2 1
Ta,0 Ty,1 Ty,2
78,0 Tg,1 Tg,2 Tg,3
Ti6,0 Tie,1  Tie,2  Thie,3  Tie,a
ATy =T
Ty1 = —20 10 = 0.69444444444
ATy o—T 16T =T
Ty = —20°2.0 _ 0.69325306825 Ty = ——2i 2L — 0.69317460317

0.75000000000
0.70833333333
0.69702380952
0.69412185037
0.69339120220

4—1

0.69444444444
0.69325396825
0.69315453065
0.69314765281

2

1
—dz
@
1
5.7e — 02
1.5e — 02 1.3e — 03
3.9e — 03 1.1e — 04
9.7e — 04 7.4e — 06
2.4e — 04 4.7e — 07

0.69317460317
0.69314790148
0.69314719429

0.69314747764

0.69314718307  0.69314718191

=In2 = 0.693147180559945

2.7e — 05
7.2e — 07 3.0e — 07
1.4e — 08 2.5¢e—09 1.4e —09



Kwadratury adaptacyjne

Niech I = f: f(x)dz — rozwigzanie doktadne
Bfad wzoru trapezéw: (b;aﬁf”(x)

12n2
_ (b - a)3 " b—a)d
I=Ty =55 1"&) I =Ty, = %J‘”(f%)
b— 3 b— 3
T, = Ta = (I~ Tan) = (I =T3) = {5 17(6an) = 5760 =

b— e 7 "
- O (3@ - 1)
Zat.:
" (&n) = " (E2n)
b— 3
T, — Toy = —Z( 127;) " (€2n) = =3(1 — Ty)

1
I — Tgn ~ —g(Tn — Tgn)



1
[— Tgn ~ —g(Tn — Tgn)

Algorytm kwadratury adaptacyjnej

Dane: f, a, b, €
Wyniki: [
T1 « trapz(a,b, f)
T2 — trapz(a, (a + b)/2, f)
+trapz((a+ b)/2,b, f)
if |T1—T2| < 3e then
I —T2
else
I — adaptrapz(f,a,(a+b)/2,e/2)
+adaptrapz(f,(a+b)/2,b,e/2)
end if



Kwadratury 2D

Dana jest fcja
f(@,y).

[ f(a,y)dS
triangularyzacja
Delaunay’ego



normalizacja tréjkata

Y n
(z1,91)
z2,Y2) (0,1)
(z3,¥3) z ¢
(0,0) (1,0)
Oz fz X2 — T xr3 — T
J=| % 3 |=| %" m @-n
x5 Y2—Y1 Ys— Y

J = (z2—21)(y3—y1)—(z3—21) (y2—y1)

|J] = 2[D|

przeksztatcenie normalizujace

z=xz1+ (z2 —z1)€ + (x5 — 21)7
y=y1+ Y2 —y1)§+ (ys — y1)n

(z1,91) — (0,0)
(x27y2) - (170)
(z3,y3) — (0,1)

J — jakobian przeksztatcenia

|D| — pole tréjkata przed
znormalizowaniem



/S fagpas = | (G T

F(&n) = |J]f(21+ (22 —21)§+ (23 — 21)0, 91 + (Y2 — y1)E + (Y3 —y1)n)

Ostatecznie

/df/“E F(&,n)d ZF@,m

&, m; — wspdtrzedne punktéw Gaussa
w; — wagi punktéw Gaussa
n — ilos¢ punktéw Gaussa

& Ni | Wi
o | 1 | 1/3
0 | 121/
o 0 |13




Przyktad

Policzy¢ catke funkgji
I://(:z:+3y—1)dxdy
na trdjkacie o wierzchotkach (1,1), (3,2),(2,3)

a) Normalizacja
=zt (@ —x)l{+ (s —z)n=1+B-1{+2-1)n=1+2{+n
y=y1+ W —y)l+Ws—yn=1+2-1){+B-1)n=1+{+2n

T2 —T1 X3 — L1
Y2—Y1 Ys— U1

2-1 3-1

3-1 2-1 2 1
-| [T
F(&,m) =13 [1+ 26+ n+3(1+ &+ 2n) — 1] = 9+ 15¢ + 21In

1 1-¢
/ dg/ (9 + 15¢ + 21n)dy
0 0



b) Obliczanie kubatury

3
ZF &y i) wi = ZF(gi,mw
z:l

e () dor(i)

I~ [27+195+165]—105

[\.'J\H
O-’J\

@ 2D, 3D i wigksza ilos¢ wymiaréw ng — nid




Metoda Monte Carlo

Stanistaw Ulam (1909-1984)

o ‘ S @ Prawa wielkich liczb

@ Prawo Bernoulliego:

Niech S,, — liczba sukceséw
w n prébach z
prawdopodobiefistwem
sukcesu w pojedynczej
prébie réwnym p. Dla
kazdego € > 0

lim P(

n—oo

S,
—n—p‘ge)zl
n

" Z prawdopodobienstwem
dowolnie bliskim 1 mozna
sie spodziewaé, iz przy
dostatecznie wielkiej liczbie
prob czestos¢ danego
zdarzenia losowego bedzie
sie dowolnie mato réznita od
jego prawdopodobiefistwa”



Typowe Monte Carlo

Crude Monte Carlo (metoda akceptacji i odrzucen)

1| function [I] = f_mCarlo2(f, a, b, n)
2
3[% f zadana funkcja
41% a,b— przedzial calkowania
5(% n ilosc probek wewnatrz <a,b>
1| function [I] = f_mCarlo(f, a, b, n) 6
2 7% losowe argumenty z <a,b>
3[% f — zadana funkcja 8| x-i = rand(1,n)*(b—a)+a ;
4(% a,b— przedzial calkowania 9% wartosci f—cji w <a,b>
5/% n — ilosc probek wewnatrz <a,b> 10] fox-i = eval ([f "(x-i)"'])
6 11
7|% szerokosc "podprzedzialu” z <a,b> 12(% wartosc maksymalna
8 h = (b—a)/n ; 13| maxf = max(f-x-i) ;
9(% losujemy n punktow z <a,b> 14
10| x-i = rand(1,n)*(b—a)+a ; 15| % wspolrzedne y z przedzialu
11{% wartosci f—cji w losowych pktach 16| % <0, maxf> dla argumentow x_i
12 yoi = eval ([f "(x-i)']) 17| y-i = rand(1,n)#*(maxf—0) ;
13| 1 =h % sum(y-i) ; 18
19| % ilosc punktow ponizej
20| % wykresu funkcji
21 k = sum(y-i < f_x_i)
22
23| I = k/n % (b—a) % maxf ;




Dane: f, zp, zk, n
Wyniki: [
h — (zk — xp)/n;
I—0
for k — 1 to n do
wylosuj dowolny punkt z; z < xp, xk >
yi — f(@i)
I—I+y;-h
end for



Crude Monte Carlo

[+
0 2 +1

n =10 | n =100 | n = 1000
1.1681 | 1.1552 1.1063
1.3090 | 1.1497 1.1210
0.9273 | 1.0916 1.1250
1.1122 | 1.0807 1.1061
1.0669 | 1.1179 1.0875

dz = arctg(2) ~ 1.1071

Metoda akceptacji i odrzucen

n =10 | n =100 | n = 1000
1.0061 | 1.1307 1.1190
1.0423 | 1.1696 1.1216
0.9089 | 1.1581 1.0923
1.1047 | 1.1846 1.1018
1.1350 | 1.0688 1.0753



Dziekuje za uwage



	Wstep
	Wstep

	Kwadratury Newtona-Cotesa
	Kwadratury Newtona-Cotesa

	Kwadratury Gaussa
	Kwadratury Gaussa

	Metoda Romberga
	Metoda Romberga

	Kwadratury adaptacyjne
	Kwadratury adaptacyjne

	Kwadratury 2D
	Kwadratury 2D

	Metoda Monte Carlo
	Metoda Monte Carlo


	resultado2: 
	hours: 
	minutes: 
	seconds: 
	cronohours: 
	cronominutes: 
	crseconds: 
	day: 
	month: 
	year: 
	button1: 
	button2: 
	separatordate: /
	separatortime: :
	cronobox: 
	cronobox: 
	hours: 
	separatortime: :
	minutes: 
	cronobox: 
	hours: 
	separatortime: :
	minutes: 
	cronobox: 
	hours: 
	separatortime: :
	minutes: 
	cronobox: 
	hours: 
	separatortime: :
	minutes: 
	cronobox: 
	hours: 
	separatortime: :
	minutes: 
	cronobox: 
	hours: 
	separatortime: :
	minutes: 
	cronobox: 
	hours: 
	separatortime: :
	minutes: 
	cronobox: 
	hours: 
	separatortime: :
	minutes: 
	cronobox: 
	hours: 
	separatortime: :
	minutes: 
	cronobox: 
	hours: 
	separatortime: :
	minutes: 
	cronobox: 
	hours: 
	separatortime: :
	minutes: 
	cronobox: 
	hours: 
	separatortime: :
	minutes: 
	cronobox: 
	hours: 
	separatortime: :
	minutes: 
	cronobox: 
	hours: 
	separatortime: :
	minutes: 
	cronobox: 
	hours: 
	separatortime: :
	minutes: 
	cronobox: 
	hours: 
	separatortime: :
	minutes: 
	cronobox: 
	hours: 
	separatortime: :
	minutes: 
	cronobox: 
	hours: 
	separatortime: :
	minutes: 
	cronobox: 
	hours: 
	separatortime: :
	minutes: 
	cronobox: 
	hours: 
	separatortime: :
	minutes: 
	cronobox: 
	hours: 
	separatortime: :
	minutes: 
	cronobox: 
	hours: 
	separatortime: :
	minutes: 
	cronobox: 
	hours: 
	separatortime: :
	minutes: 
	cronobox: 
	hours: 
	separatortime: :
	minutes: 
	cronobox: 
	hours: 
	separatortime: :
	minutes: 
	cronobox: 
	hours: 
	separatortime: :
	minutes: 
	cronobox: 
	hours: 
	separatortime: :
	minutes: 
	cronobox: 
	hours: 
	separatortime: :
	minutes: 
	cronobox: 
	hours: 
	separatortime: :
	minutes: 
	cronobox: 
	hours: 
	separatortime: :
	minutes: 
	cronobox: 
	hours: 
	separatortime: :
	minutes: 
	cronobox: 
	hours: 
	separatortime: :
	minutes: 
	cronobox: 
	hours: 
	separatortime: :
	minutes: 
	cronobox: 
	hours: 
	separatortime: :
	minutes: 
	cronobox: 
	hours: 
	separatortime: :
	minutes: 
	cronobox: 
	hours: 
	separatortime: :
	minutes: 
	cronobox: 
	hours: 
	separatortime: :
	minutes: 
	cronobox: 
	hours: 
	separatortime: :
	minutes: 
	cronobox: 
	hours: 
	separatortime: :
	minutes: 
	cronobox: 
	hours: 
	separatortime: :
	minutes: 
	cronobox: 
	hours: 
	separatortime: :
	minutes: 
	cronobox: 
	hours: 
	separatortime: :
	minutes: 
	cronobox: 
	hours: 
	separatortime: :
	minutes: 
	cronobox: 
	hours: 
	separatortime: :
	minutes: 
	cronobox: 
	hours: 
	separatortime: :
	minutes: 
	cronobox: 
	hours: 
	separatortime: :
	minutes: 


