Metody numeryczne
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Pojecia wstepne

@ aproksymacja — przyblizenie
funkcji w przedziale, w ktérym
dane s3 jej pewne wartosci

@ interpolacja - szukanie wartosci Y P
f-ji wewnatrz przedziatu, °_-"%
“odtwarzanie”" brakujacych .07 x
informacji (np. wynikéw |
pomiaréw — meteorologia,
geodezja; numeryczne @ ekstrapolacja - szukanie wartosci
catkowanie/ rézniczkowanie) f-ji poza przedziatem z danymi
Y (— przewidywanie,
N prognozowanie: finanse,
@// AN R statystyka — ekstrapolacja
etz trenddéw )
Yy RO
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Interpolacja - sformutowanie problemu dla 1D

Danych jest n + 1 punktéw (wezféw interpolacji)
TOy L1, X2, ..., Ty €< a,b >

oraz wartosci pewnej f-cji

Yo Y1, Y25 -5 Yno Yi = Y(3)

Zadanie:

Znalez¢ funkcje f, ktérej wykres przechodzi przez punkty (x;,y;),
1=0,1,2,...,n.
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Ogodlne sformutowanie zadania interpolacji

Funkcja jako kombinacja liniowa funkcji bazowych ¢;
i=n
Pp(z) = ZaiSDi(x) (1)
i=0

Dla interpolacji wielomianowej ostateczna postac funkgji P,,(z) ma byé
wielomianem maksymalnie n stopnia.

Po(x) = ag + a1z + azz? . .. apa™ (2)

@ Ustalenie funkcji bazowych ¢; na jednomiany kolejnego stopnia

i ={1,z,2%, 2% 2%, ... 2"} — 1
macierz Vandermonde'a (zadanie 0.5
zle uwarunkowane). 0
Niewiadome wspotczynniki —-0.5
ap, a1, - .., a, obliczamy z uktadu -1

réwnan —‘1 —6.5 0 015 1



B

Z warunku interpolacji wielomianowej wynika, ze szukany jest wielomian:
P.(z)=ay+ a1z + ...+ apz™ — y; =aox; +a1x;+ ...+ apz?

ag + aixg + agzg + ...+ anTy =Y
a + aix1 + agx% + ..+ apxt =y
(3)
2
a + azT, + ax; + ... 4+ anTp =Yn
1 zo 2 s a
0 0 0 0 Yo
1z a2 xt ax N
: : = (4)
1 =z, 22 ! a
n n n n Yn

Macierz Vandermonde’a
Wyznacznik Vandermonde'a:

det A = H () —x5)
0<i<j<n

Rozwiazanie uktadu (?7) met. elim. Gaussa O(n?), wzér interpolacyjny
Lagrange'a — O(n?)



Interpolacja wielomianowa - wzér interpolacyjny Lagrange'a

Wybér innych funkgcji bazowych ¢; pozwalajacy na obliczenie wielomianu
interpolujacego w szybszy sposéb. W interpolacji Lagrange’a funkcje
bazowe oznaczone zostaty przez ¢; a wspotczynnikami a; s3 wartosci w
weztach y;.

Twierdzenie

Dla n+ 1 punktéw (x;,y;), i = 0,1,2,...,n istnieje doktadnie jeden
wielomian P, (x) stopnia co najwyzej n spetniajacy warunki interpolacji
tj.

Pu(w) =y (0<i<n).

1
n $—£L‘j

Gy = [[—F= 0
j=0"t
J#i

_ (z—z0)(x—21)...(x—2i—1)(x—Tig1)...(T—Ty)
T (mi—zo)(wi—x1) . (wi—xim1) (@i —xiq1) . (Ti—Tp)




Dowéd (na istnienie)

Szukana funkcja Py, (x) to wielomian jak najmniejszego stopnia, ktéra dla argumentéw x; przyjmuje
odpowiadajace im wartosci y; tzn., dla kazdego i-tego punktu

Pp(z;) = y; i=0,...,n

Ponadto:

@ w funkcji £; () istnieje n czynnikéw (od O do n bez jednego) — £;(x) bedzie wielomianem stopnia n
— Pp (x) jako suma wielomianéw stopnia n réwniez bedzie miata taki sam stopien
@ dla k-tego wezta warto$¢ i-tej funkcji £ wynosi

n
TR — T
nen= J[ 2=2-
T — T
J=0, j#i
(zp —@0)(xp —21) .- (T —@i—1) (@ — Ti41) - (T — @)

(i —zo)(z; —x1) ... (v —xi—1)(Ti —@ip1) ... (T — Tn)

Tl —T 5
jesli © = k wszystkie czynniki wynosza z:—le =1— Pp(zp) =1
J

—x

jedli i # k bedzie istniat jeden czynnik zk_—z”: =0— P,(z)=0
k2

1, ifi=k

0, ifi#k

£; - funkcja, ktéra przyjmuje wartos¢ 1 w wezle x; i O we wszystkich pozostatych weztach

k k
L(z;) = ZJ:O yilj(z;) = ZJ:O Yjdji = Yi-

A wiec Py, (x) jest wielomianem stopnia co najwyzej n, dla ktérego Pp, (z;) = y; dlai=0,1,...,n

Li(zy) =6 = { gdzie &;; — delta Kroneckera.



Dowdd (jednoznacznosci)

Niech II,, ozn. zbidér wszystkich wielomiandéw stopnia co najwyzej n, czyli
wielomianéw postaci ag + a1z + ... + a,z".

Zatézmy, ze istnieja dwa wielomiany P, i Q,, z klasy II,,, ktdre spetniaja
warunek interpolacji. Niech R,, = P, — @Q,,. Wielomian R,, znika w n + 1
réznych punktach z;. Jednak wielomian z II,, nie znikajacy
tozsamosciowo ma co najwyzej n zer, a wiec P, = Q,,, c.n.d.



Wzér interpolacyjny Lagrange'a

n

T —xz0 T— T T—Ti_] T — T T —xn
Pp(z) = Yvi . .
Ty —xQ T — T Tp— Tl T — T4l T — Tp

i=0
Dane: X, Y, z, n
Wyniki: Py
P, =0;
for i — 0 to n do
(i =1; Uwaga! W Octave te funkcje mozna

zdefiniowa¢ tak, aby x byto wektorem

for j < 0tondo (Pamigtaé o operatorach tablicowych!):

if i+ jthen
=1 (z— X))/ (XE) — X(3H)); li=1i." (z-X(3) ./ (X(E) - X(35))
end if
end for
Py =Py +Y(i)-£;
end for



Wzér interpolacyjny Lagrange'a

Przyktad

Wyznacz wielomian interpolacyjny przechodzacy przez punkty:

o n (z—zg)(z—z1)...(z—x;_1)(@z—z;41)...(x—Tn)
Pr(@) =) i oY & —e0)@i—a1) (i—ei_ D) @i—mig D (mi—am)

Pu(z) — (a2t | @221
" STHI 212221 (1+2);/1/—/1,A(1 2)(1-4)
e 3) (2+2) (2 1) (/B (z—4) 8(w+2> 1)(z— 2)(#7/4/)
2+2 (2— 1);/##%(2 4) 442)(4—1)(4— 2;/4/44,6

= - +34$ Tt 3 +$—§2 Tt g
S 4x+3+2x3—%x2—7x+8—

+3T
273 3.2 ° 25
307 — 32" — Fo+6

W przypadkach rzeczywistych staramy sie unikna¢ obliczania wzoru



Btad wzoru interpolacyjnego

Twierdzenie

Btad interpolacji wielomianowej:
Niech f € C"*[a,b] i niech W,,(z) € I1,, bedzie wielomianem

interpolacyjnym na weztach xg, 1, ...,%, € [a,b)].
Mn+1
@) = Wal@)] < prislun(@)

gdzie
Mpir= sup |f""'(z)|
ze<a,b>

wn(z) = (x —zo)(x —21)(x — 22) ... (T — Ty)

f(x) — interpolowana funkcja



Wzér interpolacyjny Lagrange'a

Przyktad

Z jaka doktadnoscia mozna obliczy¢ wartoéé funkgji sin(x) stosujac wzér

interpolacyjny Lagrange’a dla weztéw 0, &, 7, 57

1F(@) = Wa(@)] € 2t oy ()

(n+1)!
- f@) = in(z) 1
"o ) = oos(e) W
=3 @) = —sin(z) — ;
b=3 ®) > z za =
Pl (x) = —cos(z) zzz z
f(4) (@ = sin(x)
My = zeilél,:)§>|81nx‘ = sing = ?
sina~Wa@)l < 2 L0~ e - D=1

np. dla z = £ bfad bedzie wynosit

)‘ A~ 15622107

T
3



Metoda Aitkena

W, j(x) — wielomian stopnia pierwszego, ktéry w weztach z;, z;
przyjmuje wartosci y;, v;

‘yi r; — T
Wis(a) = LT =0 | gl = @) = gl = @)

Wi j i (x) — wielomian stopnia drugiego przechodzacy przez punkty x;,y;,
TjsYjr Thy Yk-
m —x
Wz i( T — T
Tk — Ty

Jk

Woa,...n—1,n(x) — wielomian stopnia n-tego przechodzacy przez punkty
Liy Yis 1= 0,1,...771,

Wor,..m—2n-1() Tph1—z
Woi,...n—2,n(x) Ty — T

Woi,.m—1n(x) =

Tp — Tp—1



Schemat Aitkena

Zo Yo

1 1 Woa
T2 y2 Woo Wopipo

z3 yz3 Wos Woiz Woipos

144y

x4 ys Woa Wora Woioa

Tn Yn Won Woin Woizn .- Woi123,.n

1Ly 4s 3Ly



Metoda Aitkena

Przyktad

Wyznaczy¢ wartos¢ wielomianu interpolacyjnego w punkcie z = —1 jesli
wielomian ten przechodzi przez punkty (—2,3), (1,1), (2,—3), (4,8),
—2 3
11 W,
2 =3 Wy Woape
4 8 Woyz Wyiz Woi2g3

yLady

Yo To— T 3 —2+41 ' ’ 3 -1

Y1 T1—X 1 1+1 1 2 641 7
Woa = z1—=0 = 1+2 = 3 =3 — 3

Yo To— T 35 —2 41 ‘ ‘ 3 —1

Yo To—T -3 2+1 -3 3 6 3
Woa = T2—m0 = 242 = 1 — 172

Yo To— 3 2+1' ’3 —1l

Y3 T3 — T 8 4+1 8 5 1548 _ 23
Wos = T3—30 = it2 = 6 =76 6




Metoda Aitkena

Przykfad
-2 3
L1 75
2 -3 32 Woie
4 8 26 Wois Woizga
Thn 0 — /s 141 /3 2
Woo z9—x S 2+1 23 =
WO’1,2 r— =S 91 - 1 = 1 = 4
Woi 21— T3 141 /3 2
Wos 3 —a 2/ 4+1 2/ 5
WO,173 T3—T1 - -t - ’ -
85 /346 /g _ 70 /6—46 /g _ 24/6 — 4/3
3 3 3




Metoda Aitkena

Przyktad
=2 3
1 1 8f

2 -3 3 4
4 8 2k 43 Woyias

PR

WO’LQ Tog — X 4 241 4 3
W0’1,3 T3 — X 4/3 441 4/3 5
Woa,2,3 = P = 12 = 3
20-4 _ g
2

Sprawdzenie:
Po(@) = %zg’ — 322 %533 +6

Po(~1) =8



Wzér interpolacyjny Newtona

Twierdzenie

Kazdy wielomian W, (z) stopnia co nawyzej n, ktérego wykres przechodzi
przez punkty (z;,y:), 1 = 0,1,2,... ,n mozna przedstawi¢ jednoznacznie za
pomoca wzoru

Wa(z) =3 " ei@—zo)(@—21)...(¢—zi_1) =

=co+eci(x — ) tca(z —zo)(z—21)+ ... ten(z —20) ... (T —Tp_1)

O

gdzie wspétczynniki c; sa réwne f;(x;), gdzie

flzi) =y, dlai=0
@ = fal@s) = fifl(x—;?:ié:(zifl) dlai=1,2,...,n ©)
(??) — (??) pi = {1’
n ($ - 1"0)7
Wae) = Y Fi@)@—ao)@=a1) .. (e=2i-1) (z — o) (z — 21),
i=0 T

(z—zo)(x—21)...(x —TP—1) }



Wzér interpolacyjny Newtona

Przyktad

Wyznacz wielomian interpolacyjny przechodzacy przez punkty: (—2, 3), (1, 1), (2, —3), (4, 8) przy pomocy

wzoru interpolacyjnego Newtona.
20— fzg]

3 feg.e)

> 0:%1) —p

= 3 Seouerea)

> fley,wa] =X »f[zvalvavES]
—, _, Tlw1,20,23)

___y Jlz2,23]

21 —— flzq]
22 —— fla,]

23— flag)



Wzér interpolacyjny Newtona

Przyktad
Wyznacz wielomian interpolacyjny przechodzacy przez punkty: (—2, 3), (1, 1), (2, —3), (4, 8) przy pomocy

wzoru interpolacyjnego Newtona.
—2 ——» 3

o fepen
Q,T1
1 — 1 /'f > fiwg.e1,22] -
[z1,22] — [zg,z1,22,23]
— —
2 —> 3 — __y Tlz1,w2,23]
el

4 — 8



Wzér interpolacyjny Newtona

Przyktad

Wyznacz wielomian interpolacyjny przechodzacy przez punkty: (—2, 3), (1, 1), (2, —3), (4, 8) przy pomocy

wzoru interpolacyjnego Newtona.
—2 ——» 3

"% fiwo.en]
z,2]
1 — 1 /'f > fiwg.e1,22] —
[z1,22] — [zg,z1,22,23]
2 —> 3 /f __y z1,ma,23] -
[z2,23]
4 —» 8 —
f _fi—fo 1-3 2
o] = o T T 1-(—2) 3
f2 — f1 —3—1
f[wl’aw] - o — x1 - 2—1 =4
_ fz—f2 8-—-(=3) 11
Togwgl = ———=—F—%5 =5

3 — T2



Przyktad

Wyznacz wielomian interpolacyjny przechodzacy przez punkty: (—2, 3), (1, 1), (2, —3), (4, 8) przy pomocy

wzoru interpolacyjnego Newtona.
—2 ——» 3

P
B
T 11— 4 /,f[loﬂlvwz]‘.f[ ]
-4 = zg,w1,22,23
2 — -3 <: " /'f[11=$27m3] -
/'7

4 — 8



Przyktad

Wyznacz wielomian interpolacyjny przechodzacy przez punkty: (—2, 3), (1, 1), (2, —3), (4, 8) przy pomocy

wzoru interpolacyjnego Newtona.
—2 ——» 3

i
T
1 — 1 >_4 <:f[zo,ac1,w2] »f[zo w1 ,09,03]
2 — -3 \% /'f[zl,zz,m?’] —
4 — 8 —
¥ _ Flay @3] ~ flwg,21] _ =4=(=%) _ =7 —_5
[zg,z1,22] zo — 0 %= (=) 4
; _ Jlwg,23] = flog20] 3 -(-4 _ 3 _ 19
[z1,22,23] = 3 — o1 - 4—-1 T 5



Wzér interpolacyjny Newtona

Przyktad

Wyznacz wielomian interpolacyjny przechodzacy przez punkty: (—2, 3), (1, 1), (2, —3), (4, 8) przy pomocy

wzoru interpolacyjnego Newtona.
—2 ——» 3

—.
L 1= 4>—g$f[ |
L —" T T, 19, '[z0:=1:72,28
2 ——» 3\‘&/,6
/2

4 — 8



Wzér interpolacyjny Newtona

Przyktad

Wyznacz wielomian interpolacyjny przechodzacy przez punkty: (—2, 3), (1, 1), (2, —3), (4, 8) przy pomocy

wzoru interpolacyjnego Newtona.
—2 ——» 3

T3
—~—— &
' 1>—4< Gﬁf[rozlzzz;;]
_ 19 —» e
2 — -3 \% >
4 — 8 —
¥ _ flay wo,23] = Fleg @y 20 _ % - (_%) _ % _
[zg,z1,22,23] z3 — o 14— (—2) 6



Przyktad

Wyznacz wielomian interpolacyjny przechodzacy przez punkty: (—2, 3), (1, 1), (2, —3), (4, 8) przy pomocy

wzoru interpolacyjnego Newtona.
—2 ——» 3

3

.

1 i

_ s 19

2 s—_ =%
/2



Przyktad

Wyznacz wielomian interpolacyjny przechodzacy przez punkty: (—2, 3), (1, 1), (2, —3), (4, 8) przy pomocy

wzoru interpolacyjnego Newtona.
—2 ——» 3

i

.

1 =
19

2= =%

4— s g — " °

@)=Y eila—z0)(o = e1)... (@ = 2i-1)

i=0

f(@) =co +ec1(z —z0) +ca(x —xo)(z —21) + ... +cn(® —20) ... (x — Tp—1)

2 5 2
f(z) :3+7§(w+2)+75(1+2)(1* 1)+ g(w+2)(w* 1)(z —2)

flz) = ;x?’

3 o 25
— =z — —x+6
2 6



Interpolacja odwrotna

Niech dany bedzie zbiér liczb (z;,y;), gdzie y; = f(z;).
Jesli

f(z) réznowartosciowa "na” < zg,z, >
istnieje funkcja odwrotna g = f~!, a zbiér par liczb mozna interpretowaé
jako tablice funkcji g(y) zmiennej niezaleznej y.
Traktujac y; jako wezty interpolacji, a z; jako wartosci funkcji w tych
weztach (x; = g(y;)) mozna utworzy¢ wielomian interpolujacy f-cje
odwrotna do f(x).

Zastosowanie: poszukiwanie miejsc zerowych funkcji



Interpolacja odwrotna

Przyktad

Rozwiaza¢ réwnanie f(x) = 0, gdzie f(x) jest okreslona za pomoca
zi | 1 ]2]3]4
yi | —4]3]24]65

P +22-32-3—>2=2v/3~£1.73206 V= -1

tabeli:

Rozw.
Szukamy g(y) i liczymy ¢(0), np. korzystajac z m. Aitkena

Yi X

—4 1

3 2 Wy

24 3 Wo’g W()J’g

65 4 Wys Woisz Woios



Interpolacja odwrotna

Przyktad
Yi T
-4 1
3 2 Wou
24 3 WO’Q W071,2
65 4 Wos Wois Woioas
To Yo—Y 1 —4-0
T Y1—Y 2 3-0 348 _ 11
Woa = prp— = gR— =5 =%
To Yo— Y 1 —4
To Y2 — Y 4 24 36
Wo,o = PT— =51 = 5 ~ 1.2857
ZTo Yo —Y
x: p—
Wo’g = 3 ys%?yo Y = 656_516 = % =~ 1.1739



Interpolacja odwrotna

Przyktad

Woas = 2 Y2 | 16122

Wois = 3 Y3 | 15906
Woiz2 ¥
W0123=¢ ~ 1.6248




Liczba dziatan arytmetycznych potrzebnych do obliczenia pojedyncze;j
wartosci wielomianu interpolacyjnego stopnia n:

@ postaé Lagrange'a:
%nQ + 1—2371 +3

@ posta¢ Newtona:
%nQ + %n

@ metoda Aitkena:
M2 +3n+1



Efekt Runge'go

Réwnoodlegte wezty interpolacji, wielomian wysokiego stopnia —

/ @ oscylacje na krancach
przedziatu

okt S| ) N2y @ wrazliwoéé na zaburzenia
danych — pogorszenie

. —Ps uwarunkowania zadania
" interpolacji

Rozwigzanie:

@ interpolacja lokalna wielomianami nizszego stopnia — funkcje
sklejane

@ interpolacja w oparciu o wezty nieréwnoodlegte — np. interpolacja
Czebyszewa



Wielomiany Czebyszewa

Btad interpolacji

Mn+1
(n+1)!

[f(2) = Wa(2) <

jwn ()]

gdzie
My = sup [f"F(z)]
r€<a,b>
wp(z) = (x —zo)(x —21)( —T2) ... (T — T)

f(+1 _ niezalezne od nas
wp (x) — potozenie weztdéw - mozliwosé kontroli

Problem: jak dobra¢ potozenie weztéw
N

Pafnutij Lwowicz Czebyszew (1821-1894)



cos(k arc cos(z)) x € [—1,1]
T; =< cosh(karcosh(z)) z>1
(=1)F cosh(k arcosh(—z)) =< —1

Definicja rekurencyjna

To(x) =1

Ti(z) =2

Ti(z) = 22Ty (x) — Tp—2(x)
To(x) =1 1
Ti(z) ==

Ty(z) = 222 — 1

T3 (z) = 42> — 3a

Ty(z) = 8zt — 822 +1 0
Ts(z) = 162° — 202° + 52

Te(z) = 322° — 482% + 1822 — 1

Ty (z) = 6427 — 11225 + 5625 — 72 -1
Ts(z) = 12828 — 25620 + 160z* — 3222 + 1 ‘ ‘ ‘
Ty(x) = 256a° — 576x7 + 4322° — 1202 + 9z —1 0 1




n miejsc zerowych w przedziale [—1, 1]

2 1
xm—cos(mﬂ'>, m=0,1,...,n—1
2n
v.e n:
%o . o %
n="7

. n =14
%aanwx«:oxcxa»xcx




Wielomiany bazowe dla weztéw réownoodlegtych i weztéw bedacych
zerami wielomianéw Czebyszewa dlan =7




Transformacja liniowa przedziatu

= p1&+po (7)

11—
b—ax b—a

72
Il

(10)

2c—b—a
§=W (11)

b=pid+ po
(b—a)(§—c)=(d=c)(x—a) (9)

Niech c = —-1,d =1

{ a=pic+po (8)

| —

z=—(b—a)+ %(b—i—a) (12)

2 2a
po=—1-
—a b—a

p1=b



N N oo o
T5(6) = 4€° - 3¢ (13)

w przedziale unormowanym & € [—1,1]

Ty(x) = 4 <w)3 3 (M) (14)

b—a b—a
dla z € [a, b].
Niecha=2,b=5
3
Tg(x):4(2x_7> — 22+ 7 (15)
27
x € [—1,1]
x € [2,5]
. x € [—8,—2]




Wezly bedace pierwi i wielomianu Czeby

;
b

Wezly rownoodlegle
S

1 1(1 + 230
A|—n=7
~——n=9
2 n=11
= —n=13




Wezly bedace pierwi: i wielomi Czeby

—1(1+2)
—n=27
=
0.5 9
p L L L L L
4 2 0 2 4
X
Wezly rownoodlegle
1 T T e T T
—1(1+2)
05k Jl—n=27
Z o0
0.5 9
4 L L L L L




Interpolacja Hermite'a

Danych jest n + 1 punktéw z przedziatu < a,b >:
a<xg<zr1 < <Tp, <b

Ponadto przypusémy, ze kazdemu z weztéw przyporzadkowana jest liczba
naturalna m; > 1, zwana krotnoscig wezfa x;. Niech

f € Cmass m5)=1([q, b)),

Zadanie:

Dla danej funkcji f, oraz danej tablicy weztéw i krotnosci

ToX1T2...Tp

momimso ... My

znalez¢ wielomian H)yy stopnia < M = (3_,_,m;) — 1 taki, ze

M () = fls)(2;)j =0,1,...,n55 =0,1,...,m; — 1



Wielomiany Hermite'a

Przyktad

Wyznacz wielomian interpolacyjny Hermite'a spetniajacy warunki:
H(0) =2,H'(0) = -9,

H(l)=—-4,H'(1) =4

H(2) =44

|

1=



Wielomiany Hermite'a

Przyktad

Wyznacz wielomian interpolacyjny Hermite'a spetniajacy warunki:
H(0) =2,H'(0) = -9,

H(l)=—-4,H'(1) =4

H(2) =44
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Wielomiany Hermite'a

Przyktad

Wyznacz wielomian interpolacyjny Hermite'a spetniajacy warunki:
H(0) =2,H'(0) = -9,

H(l)=—-4,H'(1) =4

H(2) =44
o — 2
0o —» 2<:*> 3
-6 7

gy — T _—— T .
1l — 4\ 4/,10\;17/, 5
L——t = 3w

st

2 —» 44

Hs(z) =24 =9z + 322 + 7(z — 1)z + 5(z — 1)%2?



Interpolacja funkcji sin(x) z n = 5 weztdéw interpolacji

Rysunek 2: Dodatkowo znana pierwsza

Rysunek 1: Znane same wartosci funkcji
pochodna



Interpolacja funkcji sin(x) z n = 5 weztdéw interpolacji

Rysunek 3: Znana wartos$¢ oraz pierwszy i Rysunek 4: Znana warto$é, pierwszy, drugi
drugi stopien pochodnej w weztach i trzeci stopien pochodnej w weztach



Interpolacja funkcjami sklejanymi (ang. spline)

@ podziat na n przedziatéw wyznaczonych przez n + 1 kolejnych
weztow.

@ w kazdym przedziale obowiazuje inny wielomian o wybranym
maksymalnym stopniu k, gdzie k to stopien funkcji sklejanej

o dodatkowo wymagane jest aby funkcja sklejana stopnia k& miata
ciggte pochodne na catym przedziale < g, z,, > do stopnia k — 1




Spline pierwszego stopnia (liniowy)
o pomiedzy kazdymi weztami inny wzér liniowy S;(z) = a;xz + b;
@ prosta linia taczaca wezty
@ nie ma tu wymagan co do ciggtosci pochodnej

W?zér na obliczenie wartos$ci miedzy weztami:

Yi+1 — Yi
—(r—x 16
Tip1 — T S (16)

Yy=vyi+



Spline drugiego stopnia (kwadratowy)

o

pomiedzy kazdymi weztami inny wzér kwadratowy
Si(z) = a;x® + b + ¢;

punkty faczne s3 parabola

3 niewiadome (a;, b;, ¢;) dla kazdego przedziatu czyli 3n
niewiadomych

2n réwnan wynikajacych z tego, ze kazda parabola przechodzi przez
2 wezty

n — 1 rébwnan z réwnosci pochodnych funkcji w weztach

przyjecie a; = 0 dla mozliwosci obliczenia wszystkich niewiadomych
( pierwsza funkcja sklejana bedzie liniowa)
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: 2 2 |
r X) = X X X) = X X 1
\2381() a1 +b1 +c1 82() a2 +b2 +c2 3
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08
061
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ar1xg + biwg + ¢1 = yo
a1z} + b+ o =y
asxi + baxy + 2 =y
a3 + boty + o = Yo
2a121 + b1 = 2asx1 + b

a1=0



Przyktad

Wyznacz wzory na czesciowe funkcje interpolacji kwadratowymi
funkcjami sklejanymi

Si(x) =az® +bx+e; dlazg <<
Sa(z) = as2? +bex + ¢y dlaz; <z < 9
S3(x) = azx® +bsx +c3 dlazs <a<ay



Wszystkie wymagane réwnania:

a1 +by+cp =1

9a1 +3b1 +¢1 =3

9as + 3bs +co = 3

36ag + 6by + co = 2

36as + 6b3 + c3 = 2

49as + Tby +c3 =4
6a1 + by = 6as + b
12a5 + by = 12a3 + b3

ag=0 (23)



Interpolacja przedziatami

C1

C2

asg

bs

1
0
0

-6 1 0

0 0 0 36 6

36
49

0
—12

6 1 0
0 0 0

0

-1

10
0

12

0

1 0 0




Wyniki po obliczeniu uktadéw réwnan

110 1 0
2 | —0.444 | 3.666 —4
3 | 3.666 —45.667 | 144




Pochodna otrzymanej kwadratowej funkcji sklejanej

6




Interpolacja przedziatami




Interpolacja przedziatami
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Interpolacja przedziatami




Interpolacja przedziatami




Interpolacja przedziatami
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@ interpolacja przedziatami
o funkcje sklejane

@ interpolacja wielowymiarowa

Bibliografia:

[0] Rysunek tytutowy:


http://www.geosolutions.com/3d/analyse/interpolation.htm

Dziekuje za uwage
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