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Klasyfikacja nume h metod rozwigzywania URL

metody rozwigzywania URL

/\

doktadne (bezposrednie) przyblizone (iteracyjne)

l  —

metody niestacjonarne

metody stacjonarne

m. Gaussa
m. Gaussa-Jordana m. Jacobiego m. CG

m. Gaussa-Seidla m. bi-CG-STAB
rozktad LU m. nadrelaksacji m. GMRES

m. Gaussa-Doolittle-a
m. Gaussa-Crouta
m. Choleskiego



BiCG Metoda gradientow g - Biconjugate Gradient BiCG
BiCGStab Biconjugate Gradient Stabilized BICGSTAB

€65 Metods kwadratowego gradientu - Conjugate Gragient Squarad CGS
Conjugate Gradient Metoda gradientow sprzezonych CG

Conjugate Residual

Metods sprzesonege residuum - Conjugate Residusl Method CR

D-Lanczos
DIOM E metoda niepeing; or jil DIOM

DQGMRES metoda residuum z niepeinz ortogonalizacia DOGMRES

FOM Metoda peinej ortogonalizacji FOM Metoda petnej ortogonalizaci z restartem FOM{m)

GMRES Uogéiniona metoda esiduum GMRES | metoda residuum z restartem GMRES{m)
Gauss-Seidel

General Conjugate Residual Uogs metoda sprzefonege residuum - Conjugsts Residusl GCR GCR{m)

oM Metoda niepeingj or alizaci IOM

Jacobi Metoda Jzkobiego

Lanczos for symmetric systems

Metoda Lanczosa

Minimal Residual

Metoda najmniejszego residuum [Minimal Residual MINRES)

Orthadir CRTHODIR

Orthomin ORTHOMIN(K)

QGMRES Uogdiniona metoda esiduum z niepetng or QGMRES
aMR Metoda kwasi-najmniejszego resiuum - Quasi Minimal Residuzl Method QMR

Residual Norm Steepest Descent

Metoda residuum w kierunku spadku {Residual Morm Steepest Descent)

Richardson Najprostsza Klasycznz metodaiter
SOR Metods SOR

Steepest Descent Metods spadku (Stes
TFOMR Transpose-Fres QMR - TFOMR

Two-sided Lanczos (nonsymmetric)

Dwustronna metods Lanczesa

Zrédto: http://www.icm.edu.pl/kdm/SOLVER/Metody iteracyjne



http://www.icm.edu.pl/kdm/SOLVER/Metody_iteracyjne

Zrédto: hitp

[Patrix properties
[umber of rows.

[umber of columns

[nonzeros.

[Structural full rank?

[Structural rank

[% of blocks from dmperm

[# strongly connected comp
[explicit zero entries

[nonzero pattern symmetry [symmetrig
[umeric value symmetry!

leves binary|
[Srocore

[Cholesky candidate? =
[positive definter od

www.cise.ufl.edu/research /sparse/matrices

latrix properties

[number of rows

[number of columns.

[nonzeros

[Structural full rank?

[Structural rank

# of blocks from dmperm

[# strongly connected com.

[explicit zero entries

[nonzero pattern symmetry

[symmetric

[pumeric value symmetry

[symmetric|

[type

binary

[structure

[symmetric|

[Cholesky candidate?

ves

[positive defimte?

o)



http://www.cise.ufl.edu/research/sparse/matrices/

Macierze rzadkie

Metody bezposrednie? —
nieodpowiednie — pojawianie sie
nowych niezerowych elementéw w
macierzy w trakcie obliczen (ang.
fill-in);

Jak wykorzystaé rozrzedzenie
macierzy?



Macierze rzadkie - implementacja

A = [aij]nxm 0 N niezerowych elementach

[ ]
T P m I P m

LT [T [ ]y LLITT  T°T [ ] )
01 ko o N 001 g e M

LI [4.] [ v LT [4] [ v
01 PR N o1 koo N
Format wspétrzednych Format spakowanych kolumn

(CSC - Compressed Sparse Column)
i . (Octave, Matlab)
I,J — wektory typu int rozmiaru 1 X N,
V1« n — wektor typu double V1« N — double - kolejne niezerowe elementy A
zapisane kolumnami
I; « N —int — nr wierszy A odpowiadajace elementom V
A(I(k), J(k)) = V(k) J1x M —int — j-ty zawiera indeks wystapienia
pierwszego elementu j-tej kolumny A w V'
Zaleta: tatwa reorganizacja macierzy

Zaleta: oszczednos$¢ pamieci

AlJ
V =llal|lblcld|lel|l flgl|lhr|i1]jg]|k !
R NN I NI SN ENE M A I =[1[2[2[2[3[4[4[4[5][5][6]7
2 [h[<c]d J =[1[1[2[3[3[3[4][5][5][6]7][8
3 e
s S csc
6 K V =JalbdbJc|[d]e f g h i [ J [k T]
7 ! I =[1[2[2[2[3] 4 4] 4][5][5][6]7]
J =[1[83[4[7[8[10] 1112




Metody iteracyjne

Rozwiazanie uzyskiwane w wyniku iteracyjnego procesu
L3

' ][0] o] [0]
1,T2°,%3 ]
a1l
* = |T1,%2,73 ]
A — o
Ty T Xy xS
Ty
Tpnt1 = P(zy) <t — G . x[™

@ xj — X" — punkt staty iteracji

Y 2 @ z) <0
[®'(z)] <1

B (WM

=D(z | TF a3 = DI ;
;54 i ‘D(f%jj (e

@ rozwigzanie przyblizone



N S B 0% teraciiprostel
METODA ITERACJI PROSTEJ (METODA JACOBIEGO)

a1 + a2 + ...+ AT, = b
2171 + ar2 + ... + aaTp, = by )
ap11  + Gp2T2 + ... + AppTn = bn
Zatozenie:
Viel,...n Qi # 0
a1 + a2 + ... + apr, = b /:ian
an1 1 + aers + ... + awmzn = by [:iax 2
An1T1 + GpaT2 + ...+ GppTn = by / P Qnn
aia a1n — b
xr1 + a T2 + ... + ary Tn llbll
az1 a2n — b2
a2s L1 + X9 + ...+ aes T P (3)
an1 an2 — by
Ann 1 + Ann T2 + e + ZTn Ann



71 s — an® U Tan
b a az
T2 2z f2lgy L. _a2n
a22 a2 a2
T — by am 1 — Gn2g,
n Ann Ann Ann
Niech: .
. Qs
_ YU _ i
ci = —, hij = ——=
Qg Qi

i=1,2...n =12 . mi#j

x =c+ Hx
c1 0 higo hi3 . hin
co h21 0 h23 ... han
Cc= ., H=
Cn hn1 hno hns - 0

Na podstawie tego réwnania konstruujemy ciag przyblizen
x() = ¢ + Hx™

n € N,x© — dowolne, najczesciej x(0) = C
— metoda Banacha (W?2)

(6)



Warunek konieczny zbieznosci ciggu kolejnych przyblizen

Viel,...,n Z |h7;j| <1l V VjEl,..‘,n Z |h7;j| <1 (8)
j=1 i=1
0 hig hizs ... hin
ha1 0 has ... hop,
hpi hpa hps ... O

Réwnowaznie

n
Vie1..n lai| > Z lal V' Vetm lail > Y gl (9)
Jj=1,j#i i=1,i#j
11 ai2 @iz ... Qin
az; Q22 @23 ... Q2pn

ap1 QAp2 Gp3 ... dpn



Oszacowanie btedu metody iteracji prostej

| L[

[Ix* = x| < —II )
|[H|
gdzie
x| = ll[z1, @2, zalll = Y Jail
Jj=1

|[H[ = max{ ||[h11, P12, ..., han]]], |
||[hnlahn27- . 7hnn]||}



Przyktad

lle iteracji metody Jacobiego jest potrzebnych aby obliczy¢ rozwigzanie z
doktadnoscia do €?

Hm+l

g Il (0)
llx* = x| < = IV <
1—|[H]|
1—||H
||| < —H:E('('))HHE /log log <1H;‘(|OI;I||“ 5)
m+1>—=
log [[H|
1-|H _
sl <o (L) log (2451<)
m>——————1
log |[H]|

1— [[H]]



Zad.l. Rozwiaz ukfad réwnan metodg iteracji prostej.

-1 5 -1 10 1
2 4 8 | x= 2 Rozw. : x = 2 (10)
3 1 -1 6 -1

Aby uktad spetniat warunki zmieniamy kolejnos¢ wierszy

3 1 -1 X1 6

-1 5 -1 X9 = 10 (11)
2 4 8 T3 2

3r1 + To — xr3 = 6

—r1 + bSry — xr3 = 10 (12)

I
b

2xr1 + 4x2 + 8z3



Sprawdzanie warunkéw koniecznych na zbieznosci ciggu

?

la1i| > |a12] + |ais]
?

lagz| > [az1| + |ags]
g

lags| > |as1| + |ass]



Sprawdzanie warunkéw koniecznych na zbieznosci ciggu

?

lai1| > |aie| +laz]  3>1+1 v
?

lage| > lagi| +lazs] 5>1+1
?

lags| > |as1] +laz2] 8>2+4 Vv



Sprawdzanie warunkéw koniecznych na zbieznosci ciggu

?

lai1| > |aie| +laz]  3>1+1 v
?

lage| > lagi| +lazs] 5>1+1
?

lags| > |as1] +laz2] 8>2+4 Vv

1+ 3Ty — %373 = 2
_%xl + X9 — 5333 = 2
1T+ 3T+ @3 =
=
1 = 2 - %-7/‘2 + %.’L‘g
Tz = 2 + %% + s
r3 = i - z71 — %.’I;Q

2 0 —1l/3 1/
C = 2 s H = 1/5 0 1/5 ) .’IJO -
% =4 =1/ 0



zW = C + Ha®

2 0 —1/3 1/3 2
x(l)—[2]+[ /s 0 1/5][2}
/4 14 -1/ 0 1/a

2 0 —1/3 13 iz 0.7667
D=1 2 |+| 0 s %—5 = | 2.0333
1/4 —1/s =1 0 —0% —1.3292



Zapis macierzowy

Ax=Db
A=L+D+U

* * * * * 0 0 0 0 0 * 0 0 0 0 0 * * * *

* * * * * * 0 0 0 0 0 * 0 0 0 0 0 * * *

* * * * * = * * 0 0 0Ol+1]0 0 * 0 Ol+1]0 0 0 * *

* * * * * * * * 0 0 0 0 0 * 0 0 0 0 0 *

* * * * * * * * * 0 0 0 0 0 * 0 0 0 0 0
L+D+U)x=b

Dx=—-(L+U)x+b

Jedli det(D) #0

x=-D ' L+U)x+D'b
gdzie D~ = diag(1/d;)
Metoda Jacobiego

x®) — D YL+ U)x™ + Db

n
(1) _ L[ ()
€T, = b; — Z ai;T;

K2
J=1,j#i



Metoda Gaussa-Seidla

(L+D+U)x=b
(L+D)x=-Ux+b
(L +D)x®*+) — —Uux® 4+ b
Dx®*+ = _Lx(™+h) _Ux™ 4+ p
x(") = D Lx(") - DU + Db



Metoda Jacobiego

m§n+1) = c + h12wg”) + hle%n) +
Z{H—l) = c2 + h21»"0§n) + h2313n) +
13n+1) = ¢33 + h3111n) + hszzgn) +
Metoda Gaussa-Seidla
Z§n+1) = ca + h12ﬂv;n> + hgalM o+
m%n+1) = c2 + h2lx(n+1) +  hosw "oy
13n+1) ez + h31zln+1) + hgaaltt +
1 i—1 n
(n+1) _ (n) (n+1) (n) _ (n) (n)
x; =7 - E ai;T; + E agx; —b | =zt
wo\j=1,i>1 j=i

r{™ — biezaca poprawka rozwiazania



Przyktad:
4ry — x9 — x3 = 3
_21'1 + 6:1;2 + T3 = 9
—r1 + To + 7!133 —6
4x§k+1> — x(k) — a:gk) = 3
—2x§k+1) + Gxng) + xék) = 9
7x(1k+1) + x(2k+1) 4 7x§k+1) -
A = a O+ O
2V = 96 + 229/6 + 20 /6
eV = 67 + V7 - 207

2o = (21,2, ) = (0,0,0)

x*+D) — _p~lpx®+) —p~lux® + Db
X(k+1) — _Dfl(Lx(k+1) + Ux(k) _ b)



»

—

[y

—

|

|
—
o ORI

oo o

s 0 0 0 -1 -1
,D_IZ 0 1/6 O 7(J’: O O 1
0 0 1 0 0 0

xM = —D 1 LxW + Ux® —b)

0 00 0 0 -1 -1 0 3
o](lzoo xM+lo o I]lO]—l9])
1 “1 1 0 0 0 0 0 —6
0 3/4 5/
X = [ 2/6 ]x(l)—i— % | = [ 7/ ]
1/7 —6/7 —1

2@ = @M, 2 2§y = (0.750,1.750, —1.000)

3/4 + 2P/ + g/
9/6 + 22976 + +M /6
—6/7 + 2P/ — 2P/7



2$¥ =3/4 4 1.750/4 — 1.000/4
2P =9/6 + 227 /6 — 1.000/6
2P = —6/7+2 /71— 227

2\¥ =3/441.750/4 — 1.000/4 = 0.938
2 =9/6 422 /6 — 1.000/6 = 1.979
o) = —6/7+ 27 /7 2f? )T = ~1.006

2@ = @, 2 2$)) = (0.938,1.979, -1.006)

ON R O pa—)
0.000 | 0.000 | 0.000
0.750 | 1.750 | -1.000
0.938 | 1.979 | -1.006
0.993 | 1.999 | -1.001
0.999 | 2.000 | -1.000
1.000 | 2.000 | -1.000

QW N +O|x

2* = (1.000,2.000, —1.000)



Metoda SOR

(n+1) (n) (n) (n)_ @ E : (n+1 } :
x: =x HFwr; = —— ;i T + a;;T _ i
[ 7 i [ Qi AT J J

w — parametr relaksacji, zbiezno$¢ < w € (0, 2)

w > 1 — metoda kolejnych nadrelaksacji (ang. Successive OverRelaxation)
w € (0,1) — podrelaksacja

w =1 — met. Gaussa-Seidla

i—1 n
an‘mgnﬂ) =(1- W)an%('n) —w Z az-ﬂé”“’ + Z aijfé”) — b;
j=1,i>1 j=i+1

X+ — (D + wL) ' [(1 —w)D — wU] +w(D —wL)"'b



Warunki zbieznosci: jak dla metody it. prostej

WARUNKI STOPU:
|Tpi1 —xp] <9 |[x(*1) — x(™)|| < § — zawodne (TODO)

||[Ax(™ —b|| < € - zawodne

|f(zn)| <€

A (n) b
el <

n > Nmazx N > Nmax
€3

Ax =b — np. m.it.pr.. x*) = C + Hx(™
) )] = e — el | = [|He - &) = (L - H)el® |

[Ax() —b|| = [JA" —x)|| < [JA[[-[[(x") = x|



Metoda Jacobiego Metoda Gaussa-Seidla

k al <2 ey |[Ac() —p)| _k 21 23 oy [|Az™) — b||
0 2.00000 2.00000 0.25000 ~ 1.6000e + 01 O  2.00000  2.00000 0.25000 ~1.6000e + 01
1 1.41667 2.45000 —1.25000 4.6667¢ +00 L 1.41667  2.33333  —1.27083  3.3750e + 00
2 0.76667 2.03333 —1.32917 4.0333e + 00 2 0.79861 1.90556 —0.90243 1.1646e + 00
3 0.87917 1.88750 —0.95833 1.3583e+ 00 3 1.06400 2.03231  —1.03216  3.8622¢ — 01
4 1.05139 1.98417 —0.91354 1.0000e + 00 4 0.97851 1.98927 —0.98926 1.2884e — 01
5 1.03410 2.02757 —1.00493 3.8250e — 01 5 1.00716 2.00358 —1.00358 4.2941e — 02
6 0.98917 2.00583 —1.02231 2.4347e¢ — 01 6 0.99761 1.99881 —0.99881 1.4314e — 02
7 0.99062 1.99337 —1.00021 1.0506e — 01 7 1.00080 2.00040 —1.00040 4.7713e — 03
8 1.00214 1.99808 —0.99434 §.0430e — 02 8 0.99973  1.99987  —0.99987  1.5904e — 03
9 1.00253 2.00156 —0.99958 2.8245¢ —02 9 1.00009  2.00004  —1.00004  5.3014e — 04

10 0.99962 2.00059 —1.00141  1.5294e — 02

11 0.99933 1.99964 —1.00020  7.4503e — 03

12 1.00005 1.99983 —0.99965  3.8048e — 03

13 1.00017 2.00008 —0.99993  1.9306e — 03

14 1.00000 2.00005 —1.00008 9.2974e — 04

Metoda SOR (w = 1.05) Metoda SOR (w = 0.9)

k z1 z2 z3  ||Az®) —b|| K z1 z2 =3 [|Az(R) —p||
0 2.00000 2.00000 0.25000 ~1.6000e + 01 0 2.00000  2.00000 0.25000  1.6000e + 01
1 1.38750 2.34387 —1.34475 4.1353e4+00 1 1.47500 2.31050 —1.12160  4.2754e + 00
2 0.73961 1.85573 —0.83866 1.9019¢ +00 2 0.91787 1.99438 —0.99115 4.2199e — 01
3 1.11998 2.06629 —1.07437 8.7623e — 01 3 0.99613  2.00033 —0.99839  2.326le — 02
4 0.94477 1.96947 —0.96576  4.0349e¢ — 01 4 0.99999  2.00032 —0.99998  3.2954e — 03
5 1.02543 2.01406 —1.01577 1.8580e — 01 5 0.99991 2.00002 —0.99999  4.4502e — 04
6 0.98829 1.99353 —0.99274  8.5560e — 02
7 1.00539 2.00298 —1.00334  3.9399e¢ — 02
8 0.99752 1.99863 —0.99846  1.8143¢ — 02 STOP:
9 1.00114 2.00063 —1.00071 8.3545¢ — 03

10 0.99947 1.99971 —0.99967  3.8471c — 03 ||A$(k) —b|| < 0.001,

11 1.00024 2.00013 —1.00015 1.7715e — 03 * 1 2 1 T
12 0.99989 1.99994 —0.99993 8.1577e — 04 €T = , .



Metody przestrzeni Krytowa

o metoda gradientéw sprzezonych (CG — Conjugate Gradient)

@ uogdblniona metoda najmniejszego residuum (GMRES — Generalized
Minimum RESidual)

@ iin. ...



Metoda gradientéw sprzezonych jako met. bezposrednia

Niech A, «, bedzie macierza symetryczna, dodatnio okreslong. Niech x*
bedzie rozwigzaniem doktadnym ukfadu

Ax*=b (13)
Wektory u, v (u,v # 0 ) sg sprzezone (wzgledem A) jesli
uTAv=0 (14)

Dla A symetrycznej i dodatnio okreslonej, lewa strona definiuje iloczyn
skalarny:

(u,v)a == (ATu,v) = (Au,v) = (u,Av) =u’Av

Wiec, dwa wektory s3 sprzezone jesli s3 ortogonalne wzgledem tego
iloczynu skalarnego.

Niech dany bedzie zbiér n wzajemnie sprzezonych kierunkéw (wektoréw)
wi, i =1,2,...n. Wtedy w; tworza baze R", wiec

n
x* = Z oW (15)
i=1

Q5 =7



/- wi

Ax* = Aiaiwi = iaiAwi =b
i=1 i=1

ajw; Awg +  agw; Awg + asw; Aws + + anw};Awn
aiwy Awg + agswy Awo + agwy Awg + + oznw;[;Awn
alszwl + ocgwEsz + (13WEAW3 + ... + anszwn

T .
o = w;b  (w;,b)

CwlAw; (wi,wida

Skad wzigé wektory wzajmnie sprzezone? — wektory wtasne

wzb
(18)

(19)

(20)



cxlw;rAwl + 0 —+ 0 + + 0 = wlib
0 + awigAws + 0 + + 0 = wyb (4

0 —+ 0 —+ 0 + + anwEAwn = wzb
Wi Aw; = w}b (19)

T
o = w,b (w;, b) (20)
T T T -
w; Aw; (Wi, Wi)a

Skad wzigé wektory wzajmnie sprzezone? — wektory witasne



Iteracyjna metoda gradientéw sprzezonych

n /= koszt obliczenia wszystkich w.w.
Odpowiedni wybér wektoréw w; — CG w wersji iteracyjnej
Niech x¢g = 0. Poniewaz x* minimalizuje forme kwadratowa:
f(x)=1x"Ax-bTx, xeR"
pierwszym wektorem bazowym w; uczynmy gradient f w kierunku xq
réwny:

Vf=Axg—b=A-0—-b=-b

Pozostate wektory w bazie beda sprzezone do gradientu.

Niech
rey = b — AXk
rj - residuum w k-tym kroku iteracji. A wiec
rey = —Vf

Metoda gradientu prostego — ruch w kierunku ry.
Metoda gradientdéw sprzezonych — ruch w kierunku sprzezonym,
najblizszym do ry,

wEArk
Whil =T — —p— Wi
w Awy



flz) = %xTAac —blz+c (21)
i

Fa=| = 22)
5o f (@)

f'(x) = %AT.IZ + L=t (23)

Jesli A symetryczna, to:

fl(x)=Ax —b (24)




W) = T(0) = b— Aw(o) (25)

rlra
(i)' (@)
o = 2O (35)
wg)Aw(i)
2 s
T(i+1) = L) + QW) (27) \
(1+1) = r( )Aw(z) (28)
rr TG
(i+1)" (i+1)
; =7 = 29 )
e = ) y

W(i+1) = T(i+1) + ﬂ(i+1)w(i) (30)



Dane: A, b, ¢,N ;

Wyniki: x é function [x] = cg(A,b,epsi)
k — length(b) 3| k = length(b);
X0 4] x = zeros(n,1)
ro — b — Ax °
6l r = b — Axx;
Wo < —I'g Tfw=—r;
- I‘EWO 8
Qe 7W(TAWO 9] a = (r'*w)/(w *Axw);
X0 — X + aow 1(1) x = x0 + a*w;
for 1:k do 12| for i = 1:k
Tpi1 =Tk — OékAWk 13 r = r — axAxw ;
. 14 if( norm(r) < epsi
if ||rk+1|| < € then 15 ( brealf;) P )
break ; 16 end
end if 17 B = (r'*xAxw) /(w'*A%w);
T — .
r Awp, 18 w = —r + Bxw ;
ﬁk‘_% 19 a = (r'*w)/(w'*Axw);
Wi AWE 20 X = X + a*w;
Wkl = —Tpiy1 =+ ,Bkwk 21 end
I‘E+1Wk+1 22| end
Ok wl Aw
k41 Wkt

Xk4+1 = X + Wi
end for



[|1A-bl|/]|bl|

[1A%-bl|/]|bl|

10

10—05

-05

145 -3 —1.5 )
-3 5.5 2 0 o
—-1.5 2 10.5 0
0 0 12.5
Jacobi
1%
\ §
% -05
» 10
<
1 3 5 7 9 11 13 15 17 19
Iteracja
SOR
—8%3822?28 10%°
——omega=1.1
7omegaf%.%5
omega = 1. ?10-05
100
1 3 5 7 9 11 13 15 17 19

Iteracja

T —11

To2| 6.5

T3 =b =7

T4 7.5
Gauss-Seidel

1 3 5 7 9 11 13 15 17 19
Iteracja
CG
1 3 5 7 9 11 13 15 17 19

Iteracja



Dziekuje za uwage
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