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Macierze rzadkie

Metody bezpośrednie? →
nieodpowiednie → pojawianie się
nowych niezerowych elementów w
macierzy w trakcie obliczeń (ang.
fill-in);

Jak wykorzystać rozrzedzenie
macierzy?
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Macierze rzadkie - implementacja
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Format współrzędnych

I,J – wektory typu int rozmiaru 1×N ,
V1×N – wektor typu double

A(I(k), J(k)) = V (k)

Zaleta: łatwa reorganizacja macierzy

Format spakowanych kolumn
(CSC - Compressed Sparse Column)
(Octave, Matlab)

V1×N – double – kolejne niezerowe elementy A
zapisane kolumnami
I1×N – int – nr wierszy A odpowiadające elementom V
J1×M – int – j-ty zawiera indeks wystąpienia
pierwszego elementu j-tej kolumny A w V

Zaleta: oszczędność pamięci

1 2 3 4 5 6 7 8
1 a
2 b c d
3 e
4 f g h
5 i j
6 k
7 l

AIJ
V = a b c d e f g h i j k l
I = 1 2 2 2 3 4 4 4 5 5 6 7
J = 1 1 2 3 3 3 4 5 5 6 7 8

CSC
V = a b c d e f g h i j k l
I = 1 2 2 2 3 4 4 4 5 5 6 7
J = 1 3 4 7 8 10 11 12
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Metody iteracyjne

Rozwiązanie uzyskiwane w wyniku iteracyjnego procesu

x0x1x2

x∗

x

y
x∗

x[2] = [x[2]1 , x
[2]
2 , x

[2]
3 ]

x[0] = [x[0]1 , x
[0]
2 , x

[0]
3 ]

x[1] = [x[1]1 , x
[1]
2 , x

[1]
3 ]

x2

x3

x1

xn+1 = Φ(xn) x[n+1] = G · x[n]

xk → x∗ – punkt stały iteracji

x

y
y

=
x

y = Φ(x)

x1x2 = Φ(x1)

Φ(x1)

Φ(x2)

x3 = Φ(x2)
x4 = Φ(x3)

Φ(x4)

Φ(x3)

Φ′(x) < 0
|Φ′(x)| < 1

x∗

rozwiązanie przybliżone
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METODA ITERACJI PROSTEJ (METODA JACOBIEGO)
a11x1 + a12x2 + . . . + a1nxn = b1
a21x1 + a22x2 + . . . + a2nxn = b2

...
an1x1 + an2x2 + . . . + annxn = bn

(1)

Założenie:
∀i∈1,...,n aii 6= 0


a11x1 + a12x2 + . . . + a1nxn = b1 / : a11
a21x1 + a22x2 + . . . + a2nxn = b2 / : a22

...
an1x1 + an2x2 + . . . + annxn = bn / : ann

(2)


x1 + a12

a11
x2 + . . . + a1n

a11
xn = b1

a11
a21
a22
x1 + x2 + . . . + a2n

a22
xn = b2

a22
...

an1
ann

x1 + an2
ann

x2 + . . . + xn = bn
ann

(3)
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x1 = b1

a11
− a12

a11
x2 · · · −a1na11 xn

x2 = b2
a22

− a21
a22
x1 · · · −a2na22 xn

...
xn = bn

ann
− an1

ann
x1 − an2

ann
x2 · · ·

(4)

Niech:

ci =
bi
aii
, hij = −aij

aii
i = 1, 2, . . . , n; j = 1, 2, . . . , n; i 6= j

x = c+Hx (5)

C =

 c1
c2
.
.
.
cn

 , H =

 0 h12 h13 . . . h1n
h21 0 h23 . . . h2n

.

.

.
hn1 hn2 hn3 . . . 0

 (6)

Na podstawie tego równania konstruujemy ciąg przybliżeń

x(n+1) = C+Hx(n) (7)

n ∈ N,x(0) – dowolne, najczęściej x(0) = C
→ metoda Banacha (W2)



1 2 3 4 5 Metoda iteracji prostej

Warunek konieczny zbieżności ciągu kolejnych przybliżeń

∀i∈1,...,n
n∑
j=1

|hij | < 1 ∨ ∀j∈1,...,n
n∑
i=1

|hij | < 1 (8)


0 h12 h13 . . . h1n
h21 0 h23 . . . h2n

...
hn1 hn2 hn3 . . . 0


Równoważnie

∀i∈1,...,n |aii| >
n∑

j=1,j 6=i

|aij | ∨ ∀j∈1,...,n |aii| >
n∑

i=1,i6=j

|aij | (9)


a11 a12 a13 . . . a1n
a21 a22 a23 . . . a2n

...
an1 an2 an3 . . . ann





1 2 3 4 5 Metoda iteracji prostej

Oszacowanie błędu metody iteracji prostej

||x∗ − x(m)|| ¬ ||H||
m+1

1− ||H||
||x(0)||

gdzie

||x|| = ||[x1, x2, . . . , xn]|| =
n∑
j=1

|xi|

||H|| = max{ ||[h11, h12, . . . , h1n]||, ||[h21, h22, . . . , h2n]||, . . . ,
||[hn1, hn2, . . . , hnn]||}
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Przykład

Ile iteracji metody Jacobiego jest potrzebnych aby obliczyć rozwiązanie z
dokładnością do ε?

||x∗ − x(m)|| ¬
||H||m+1

1− ||H||
||x(0)|| < ε

||H||m+1 <
1− ||H||
||x(0)||

ε / log

log ||H||m+1 < log
(
1− ||H||
||x(0)||

ε

)

(m+ 1) log ||H|| < log
(
1− ||H||
||x(0)||

ε

)

m+ 1 >
log
(
1−||H||
||x(0)||

ε

)
log ||H||

m >
log
(
1−||H||
||x(0)|| ε

)
log ||H||

− 1



1 2 3 4 5 Metoda iteracji prostej

Zad.1. Rozwiąż układ równań metodą iteracji prostej.

 −1 5 −1
2 4 8
3 1 −1

x =

 10
2
6

 Rozw. : x =

 1
2
−1

 (10)

Aby układ spełniał warunki zmieniamy kolejność wierszy 3 1 −1
−1 5 −1

2 4 8

  x1
x2
x3

 =

 6
10
2

 (11)

 3x1 + x2 − x3 = 6
−x1 + 5x2 − x3 = 10
2x1 + 4x2 + 8x3 = 2

(12)
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Sprawdzanie warunków koniecznych na zbieżności ciągu

|a11|
?
> |a12|+ |a13|

3 > 1 + 1 X

|a22|
?
> |a21|+ |a23|

5 > 1 + 1 X

|a33|
?
> |a31|+ |a32|

8 > 2 + 4 X

 x1 + 1
3x2 − 1

3x3 = 2
− 15x1 + x2 − 1

5x3 = 2
1
4x1 + 1

2x2 + x3 = 1
4

⇒

x1 = 2 − 1
3x2 + 1

3x3
x2 = 2 + 1

5x1 + 1
5x3

x3 = 1
4 − 1

4x1 − 1
2x2

C =

 2
2
1
4

 , H =

 0 −1/3 1/3
1/5 0 1/5
−1/4 −1/2 0

 , x0 = C
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Sprawdzanie warunków koniecznych na zbieżności ciągu

|a11|
?
> |a12|+ |a13| 3 > 1 + 1 X

|a22|
?
> |a21|+ |a23| 5 > 1 + 1 X

|a33|
?
> |a31|+ |a32| 8 > 2 + 4 X

 x1 + 1
3x2 − 1

3x3 = 2
− 15x1 + x2 − 1

5x3 = 2
1
4x1 + 1

2x2 + x3 = 1
4

⇒

x1 = 2 − 1
3x2 + 1

3x3
x2 = 2 + 1

5x1 + 1
5x3

x3 = 1
4 − 1

4x1 − 1
2x2

C =

 2
2
1
4

 , H =

 0 −1/3 1/3
1/5 0 1/5
−1/4 −1/2 0

 , x0 = C
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Sprawdzanie warunków koniecznych na zbieżności ciągu

|a11|
?
> |a12|+ |a13| 3 > 1 + 1 X

|a22|
?
> |a21|+ |a23| 5 > 1 + 1 X

|a33|
?
> |a31|+ |a32| 8 > 2 + 4 X

 x1 + 1
3x2 − 1

3x3 = 2
− 15x1 + x2 − 1

5x3 = 2
1
4x1 + 1

2x2 + x3 = 1
4

⇒

x1 = 2 − 1
3x2 + 1

3x3
x2 = 2 + 1

5x1 + 1
5x3

x3 = 1
4 − 1

4x1 − 1
2x2

C =

 2
2
1
4

 , H =

 0 −1/3 1/3
1/5 0 1/5
−1/4 −1/2 0

 , x0 = C
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x(1) = C +Hx(0)

x(1) =

 2
2
1/4

+

 0 −1/3 1/3
1/5 0 1/5
−1/4 −1/2 0

 2
2
1/4


x(1) =

 2
2
1/4

+

 − 23 + 1
12

2
5 + 1

20
− 12 − 1

 =

 1 · 512
2 · 45100
− 54

 =

 17
12
49
20
− 54


x(2) = C +Hx(1)

x(2) =

 2
2
1/4

+

 0 −1/3 1/3
1/5 0 1/5
−1/4 −1/2 0

 17
12
49
20
− 54

 =

 0.7667
2.0333
−1.3292
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Zapis macierzowy

Ax = b

A = L+D+U∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗

 =
0 0 0 0 0
∗ 0 0 0 0
∗ ∗ 0 0 0
∗ ∗ ∗ 0 0
∗ ∗ ∗ ∗ 0

+
∗ 0 0 0 0
0 ∗ 0 0 0
0 0 ∗ 0 0
0 0 0 ∗ 0
0 0 0 0 ∗

+
0 ∗ ∗ ∗ ∗
0 0 ∗ ∗ ∗
0 0 0 ∗ ∗
0 0 0 0 ∗
0 0 0 0 0


(L+D+U)x = b

Dx = −(L+U)x+ b

Jeśli det(D) 6= 0
x = −D−1(L+U)x+D−1b

gdzie D−1 = diag(1/dii)
Metoda Jacobiego

x(n+1) = −D−1(L+U)x(n) +D−1b

x
(n+1)
i =

1
aii

bi − n∑
j=1,j 6=i

aijx
(n)
j
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Metoda Gaussa-Seidla

(L+D+U)x = b

(L+D)x = −Ux+ b

(L+D)x(n+1) = −Ux(n) + b

Dx(n+1) = −Lx(n+1) −Ux(n) + b

x(n+1) = −D−1Lx(n+1) −D−1Ux(n) +D−1b
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Metoda Jacobiego
x
(n+1)
1 = c1 + h12x

(n)
2 + h13x

(n)
3 + · · ·

x
(n+1)
2 = c2 + h21x

(n)
1 + h23x

(n)
3 + · · ·

x
(n+1)
3 = c3 + h31x

(n)
1 + h32x

(n)
2 + · · ·

.

.

.

Metoda Gaussa-Seidla
x
(n+1)
1 = c1 + h12x

(n)
2 + h13x

(n)
3 + · · ·

x
(n+1)
2 = c2 + h21x

(n+1)
1 + h23x

(n)
3 + · · ·

x
(n+1)
3 = c3 + h31x

(n+1)
1 + h32x

(n+1)
2 + · · ·

.

.

.

x
(n+1)
i = x

(n)
i −

1
aii

 i−1∑
j=1,i>1

aijx
(n+1)
j +

n∑
j=i

aijx
(n)
j − bi

 = x
(n)
i +r

(n)
i

r
(n)
i – bieżąca poprawka rozwiązania
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Przykład:

 4x1 − x2 − x3 = 3
−2x1 + 6x2 + x3 = 9
−x1 + x2 + 7x3 = −6


4x(k+1)1 − x

(k)
2 − x

(k)
3 = 3

−2x(k+1)1 + 6x(k+1)2 + x
(k)
3 = 9

−x(k+1)1 + x
(k+1)
2 + 7x(k+1)3 = −6


x
(1)
1 = 3/4 + x

(0)
2 /4 + x

(0)
3 /4

x
(1)
2 = 9/6 + 2x(1)1 /6 + x

(0)
3 /6

x
(1)
3 = −6/7 + x

(1)
1 /7 − x

(0)
2 /7

x0 = (x(0)1 , x
(0)
2 , x

(0)
3 ) = (0, 0, 0)

x(k+1) = −D−1Lx(k+1) −D−1Ux(k) +D−1b

x(k+1) = −D−1(Lx(k+1) +Ux(k) − b)
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L =

 0 0 0
−2 0 0
−1 1 0

 , D−1 =

 1/4 0 0
0 1/6 0
0 0 1/7

 , U =

 0 −1 −1
0 0 1
0 0 0


x(1) = −D−1(Lx(1) +Ux(0) − b)

x(1) = −

[ 1
4 0 0
0 1

6 0
0 0 1

7

]
(

[
0 0 0
−2 0 0
−1 1 0

]
x(1)+

[
0 −1 −1
0 0 1
0 0 0

][
0
0
0

]
−

[
3
9
−6

]
)

x =

[
0
2/6
1/7

]
x(1) +

[
3/4
9/6
−6/7

]
=

[
3/4
7/4
−1

]

x(1) = (x(1)1 , x
(1)
2 , x

(1)
3 ) = (0.750, 1.750,−1.000)

x
(2)
1 = 3/4 + x

(1)
2 /4 + x

(1)
3 /4

x
(2)
2 = 9/6 + 2x(2)1 /6 + x

(1)
3 /6

x
(2)
3 = −6/7 + x

(2)
1 /7 − x

(2)
2 /7
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x
(2)
1 = 3/4 + 1.750/4− 1.000/4

x
(2)
2 = 9/6 + 2x(2)1 /6− 1.000/6

x
(2)
3 = −6/7 + x

(2)
1 /7− x(2)2 /7

x
(2)
1 = 3/4 + 1.750/4− 1.000/4 = 0.938

x
(2)
2 = 9/6 + 2x(2)1 /6− 1.000/6 = 1.979

x
(2)
3 = −6/7 + x

(2)
1 /7− x(2)2 /7 = −1.006

x(2) = (x(2)1 , x
(2)
2 , x

(2)
3 ) = (0.938, 1.979,−1.006)

k x
(k)
1 x

(k)
2 x

(k)
3

0 0.000 0.000 0.000
1 0.750 1.750 -1.000
2 0.938 1.979 -1.006
3 0.993 1.999 -1.001
4 0.999 2.000 -1.000
5 1.000 2.000 -1.000

x∗ = (1.000, 2.000,−1.000)
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Metoda SOR

x
(n+1)
i = x

(n)
i +ωr(n)i = x

(n)
i −

ω

aii

 i−1∑
j=1,i>1

aijx
(n+1)
j +

n∑
j=i

aijx
(n)
j − bi


ω – parametr relaksacji, zbieżność ⇔ ω ∈ (0, 2)
ω > 1 – metoda kolejnych nadrelaksacji (ang. Successive OverRelaxation)
ω ∈ (0, 1) – podrelaksacja
ω = 1 – met. Gaussa-Seidla

aiix
(n+1)
i = (1− ω)aiix

(n)
i − ω

 i−1∑
j=1,i>1

aijx
(n+1)
j +

n∑
j=i+1

aijx
(n)
j − bi


X(n+1) = (D+ ωL)−1 [(1− ω)D− ωU] + ω(D− ωL)−1b
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Warunki zbieżności: jak dla metody it. prostej

WARUNKI STOPU:
|xn+1 − xn| < δ ||x(n+1) − x(n)|| < δ – zawodne (TODO)

|f(xn)| < ε
||Ax(n) − b|| < ε – zawodne

||Ax(n)−b||
||b|| < ε

n > nmax n > nmax

x2

x3

x1

x∗
x[n+1]

x[n+1] x[n]
x[n]e[n]

e[n+1]

Ax = b → np. m.it.pr.: x(n+1) = C+Hx(n)

||x(n+1) − x(n)|| = ||e(n+1) − e(n)|| = ||He(n) − e(n)|| = ||(I−H)e(n)||

||Ax(n) − b|| = ||A(x(n) − x∗)|| ¬ ||A|| · ||(x(n) − x∗)||
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Metoda Jacobiego

k x1 x2 x3
0 2.00000 2.00000 0.25000
1 1.41667 2.45000 −1.25000
2 0.76667 2.03333 −1.32917
3 0.87917 1.88750 −0.95833
4 1.05139 1.98417 −0.91354
5 1.03410 2.02757 −1.00493
6 0.98917 2.00583 −1.02231
7 0.99062 1.99337 −1.00021
8 1.00214 1.99808 −0.99434
9 1.00253 2.00156 −0.99958
10 0.99962 2.00059 −1.00141
11 0.99933 1.99964 −1.00020
12 1.00005 1.99983 −0.99965
13 1.00017 2.00008 −0.99993
14 1.00000 2.00005 −1.00008

||Ax(k) − b||
1.6000e + 01
4.6667e + 00
4.0333e + 00
1.3583e + 00
1.0000e + 00
3.8250e− 01
2.4347e− 01
1.0506e− 01
6.0430e− 02
2.8245e− 02
1.5294e− 02
7.4503e− 03
3.8048e− 03
1.9306e− 03
9.2974e− 04

Metoda Gaussa-Seidla

k x1 x2 x3
0 2.00000 2.00000 0.25000
1 1.41667 2.33333 −1.27083
2 0.79861 1.90556 −0.90243
3 1.06400 2.03231 −1.03216
4 0.97851 1.98927 −0.98926
5 1.00716 2.00358 −1.00358
6 0.99761 1.99881 −0.99881
7 1.00080 2.00040 −1.00040
8 0.99973 1.99987 −0.99987
9 1.00009 2.00004 −1.00004

||Ax(k) − b||
1.6000e + 01
3.3750e + 00
1.1646e + 00
3.8622e− 01
1.2884e− 01
4.2941e− 02
1.4314e− 02
4.7713e− 03
1.5904e− 03
5.3014e− 04

Metoda SOR (ω = 1.05)

k x1 x2 x3
0 2.00000 2.00000 0.25000
1 1.38750 2.34387 −1.34475
2 0.73961 1.85573 −0.83866
3 1.11998 2.06629 −1.07437
4 0.94477 1.96947 −0.96576
5 1.02543 2.01406 −1.01577
6 0.98829 1.99353 −0.99274
7 1.00539 2.00298 −1.00334
8 0.99752 1.99863 −0.99846
9 1.00114 2.00063 −1.00071
10 0.99947 1.99971 −0.99967
11 1.00024 2.00013 −1.00015
12 0.99989 1.99994 −0.99993

||Ax(k) − b||
1.6000e + 01
4.1353e + 00
1.9019e + 00
8.7623e− 01
4.0349e− 01
1.8580e− 01
8.5560e− 02
3.9399e− 02
1.8143e− 02
8.3545e− 03
3.8471e− 03
1.7715e− 03
8.1577e− 04

Metoda SOR (ω = 0.9)

k x1 x2 x3
0 2.00000 2.00000 0.25000
1 1.47500 2.31050 −1.12160
2 0.91787 1.99438 −0.99115
3 0.99613 2.00033 −0.99839
4 0.99999 2.00032 −0.99998
5 0.99991 2.00002 −0.99999

||Ax(k) − b||
1.6000e + 01
4.2754e + 00
4.2199e− 01
2.3261e− 02
3.2954e− 03
4.4502e− 04

STOP:
||Ax(k) − b|| < 0.001,
x∗ = [1 2 − 1]T
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Metody przestrzeni Kryłowa

metoda gradientów sprzężonych (CG – Conjugate Gradient)

uogólniona metoda najmniejszego residuum (GMRES – Generalized
Minimum RESidual)

i in. . . .
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Metoda gradientów sprzężonych jako met. bezpośrednia

Niech An×n będzie macierzą symetryczną, dodatnio określoną. Niech x∗

będzie rozwiązaniem dokładnym układu

Ax∗ = b (13)

Wektory u, v (u,v 6= 0 ) są sprzężone (względem A) jeśli

uTAv = 0 (14)

Dla A symetrycznej i dodatnio określonej, lewa strona definiuje iloczyn
skalarny:

〈u,v〉A := 〈ATu,v〉 = 〈Au,v〉 = 〈u,Av〉 = uTAv

Więc, dwa wektory są sprzężone jeśli są ortogonalne względem tego
iloczynu skalarnego.
Niech dany będzie zbiór n wzajemnie sprzężonych kierunków (wektorów)
wi, i = 1, 2, . . . n. Wtedy wi tworzą bazę Rn, więc

x∗ =
n∑
i=1

αiwi (15)

αi =?
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Ax∗ = A
n∑
i=1

αiwi =
n∑
i=1

αiAwi = b / ·wTk (16)

wTkAx
∗ =

n∑
i=1

αiwTkAwi = wTk b (17)

{
α1w

T
1 Aw1 + α2w

T
1 Aw2 + α3w

T
1 Aw3 + . . . + αnwTnAwn = wT1 b

α1w
T
2 Aw1 + α2w

T
2 Aw2 + α3w

T
2 Aw3 + . . . + αnwTnAwn = wT2 b

. . .

α1w
T
nAw1 + α2w

T
nAw2 + α3w

T
nAw3 + . . . + αnwTnAwn = wTnb

(18)

αiwTi Awi = wTi b (19)

αi =
wTi b
wTi Awi

=
〈wi,b〉
〈wi,wi〉A

(20)

Skąd wziąć wektory wzajmnie sprzężone? → wektory własne
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Ax∗ = A
n∑
i=1

αiwi =
n∑
i=1

αiAwi = b / ·wTk (16)

wTkAx
∗ =

n∑
i=1

αiwTkAwi = wTk b (17)

{
α1w

T
1 Aw1 + 0 + 0 + . . . + 0 = wT1 b
0 + α2w

T
2 Aw2 + 0 + . . . + 0 = wT2 b

. . .

0 + 0 + 0 + . . . + αnwTnAwn = wTnb

(18)

αiwTi Awi = wTi b (19)

αi =
wTi b
wTi Awi

=
〈wi,b〉
〈wi,wi〉A

(20)

Skąd wziąć wektory wzajmnie sprzężone? → wektory własne
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Iteracyjna metoda gradientów sprzężonych

n↗ ⇒ koszt obliczenia wszystkich w.w. ↗
Odpowiedni wybór wektorów wi → CG w wersji iteracyjnej
Niech x0 = 0. Ponieważ x∗ minimalizuje formę kwadratową:
f(x) = 1

2x
TAx− bTx, x ∈ Rn.

pierwszym wektorem bazowym w1 uczyńmy gradient f w kierunku x0
równy:

∇f = Ax0 − b = A · 0− b = −b
Pozostałe wektory w bazie będą sprzężone do gradientu.
Niech

rk = b−Axk
rk - residuum w k-tym kroku iteracji. A więc

rk = −∇f

Metoda gradientu prostego → ruch w kierunku rk.
Metoda gradientów sprzężonych → ruch w kierunku sprzężonym,
najbliższym do rk

wk+1 = rk −
wTkArk
wTkAwk

wk
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f(x) =
1
2
xTAx− bTx+ c (21)

f ′(x) =


δ
δx1

f(x)
δ
δx2

f(x)
...

δ
δxn

f(x)

 (22)

f ′(x) =
1
2
ATx+

1
2
Ax− b (23)

Jeśli A symetryczna, to:

f ′(x) = Ax− b (24)

The Quadratic Form 3
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Figure 2: Graph of a quadratic form N<OQPSR . The minimum point of this surface is the solution to TUPWVYX .
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Figure 3: Contours of the quadratic form. Each ellipsoidal curve has constant N<O$PZR .
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w(0) = r(0) = b−Ax(0) (25)

α(i) =
rT(i)r(i)

wT(i)Aw(i)
(26)

x(i+1) = x(i) + αw(i) (27)

r(i+1) = r(i) − α(i)Aw(i) (28)

β(i+1) =
rT(i+1)r(i+1)

rT(i)r(i)
(29)

w(i+1) = r(i+1) + β(i+1)w(i) (30)

32 Jonathan Richard Shewchuk
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Figure 30: The method of Conjugate Gradients.

Let’s put it all together into one piece now. The method of Conjugate Gradients is:Ô m 0 n � r m 0 n ��	U*?���(m
0 n E (45)y m " n � r � m " n r m " nÔ � m " n � Ô m " n (by Equations 32 and 42) E (46)� m "$�

1 n �4� m " n )Ay m " n Ô m " n Er m "$� 1 n � r m " n * y m " n � Ô m " n E (47)

Ü m "$� 1 n � r � m "$� 1 n r m "$� 1 nr � m " n r m " n E (48)Ô m "$� 1 n � r m "$� 1 n ) Ü m "$� 1 n Ô m " n � (49)

The performance of CG on our sample problem is demonstrated in Figure 30. The name “Conjugate
Gradients” is a bit of a misnomer, because the gradients are not conjugate, and the conjugate directions are
not all gradients. “Conjugated Gradients” would be more accurate.

9. Convergence Analysis of Conjugate Gradients

CG is complete after � iterations, so why should we care about convergence analysis? In practice,
accumulated floating point roundoff error causes the residual to gradually lose accuracy, and cancellation
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Dane: A, b, ε,N ;
Wyniki: x
k← length(b)
x← 0
r0 ← b−Ax
w0 ← −r0
αk ←

rT0 w0
wT0 Aw0

x0 ← x+ α0w
for 1:k do
rk+1 = rk − αkAwk
if ||rk+1|| < ε then
break ;

end if

βk ←
rT
k+1Awk
wT
k
Awk

wk+1 = −rk+1 + βkwk

αk ←
rT
k+1wk+1

wT
k+1
Awk+1

xk+1 = xk + αkwk
end for

1 f u n c t i o n [ x ] = cg (A, b , e p s i )
2
3 k = l e n g t h ( b ) ;
4 x = z e r o s ( n , 1 ) ;
5
6 r = b − A*x ;
7 w = −r ;
8
9 a = ( r ’*w) /(w’*A*w) ;

10 x = x0 + a*w ;
11
12 f o r i = 1 : k
13 r = r − a*A*w ;
14 i f ( norm ( r ) < e p s i )
15 b r e a k ;
16 end
17 B = ( r ’*A*w) /(w’*A*w) ;
18 w = −r + B*w ;
19 a = ( r ’*w) /(w’*A*w) ;
20 x = x + a*w ;
21 end
22 end
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A
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Dziękuję za uwagę
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