Metody numeryczne
Wyktad 4

Uktady réwnan liniowych — normy, uwarunkowanie, zagadnienia
wiasne
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Normy wektoréw

W przestrzeni wektorowej V norma jest funkcja || - || okreslona na V, o
wartosciach rzeczywistych nieujemnych, ktéra ma trzy wfasnosci:

||| >0 dlax#0, xeV
[|Ax|| = || daleR, xcV
Ix+yll <I[x|[+]lyll dlax,yeV
X=[21,Z2, ..., Zn], ¥ = [Y1,Y2y - s Yn)

norma wektora = dtugosé, wielkos¢ wektora



@ normy p-te
1/p

n
[y = | D lal”
j=1

op=1

[y =) |zl
j=1

o p =2 (norma euklidesowa)

n
Ixll2 = | >
j=1

@ norma maksymalna (nieskoficzona)

Illoc = Jim_Jixll, = max |



@ normy p-te
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l/p

n
[y = | D lal”
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[y =) |zl
j=1
o p =2 (norma euklidesowa)

[0

n
Ixlla = [ Y7
j=1

@ norma maksymalna (nieskoficzona)

||XHOO - hm ||XHP = lréla,<X |1']| Kula jednostkowa w R?



Normy macierzowe

IA|[>0 dlaA#0
[[AA[|=[Al[[A]]  dlaxeR
I[A+BJ| <[|A][+[|B]]

Normy indukowane przez normy wektorowe:

[|Ax|| < [|A]| - ||x]| - warunek zgodnosci

|ABI| < [|A[] - |BI|



Normy indukowane przez normy wektorowe

Il = |1 1Al = max Z|a”|

j=1
1
n 2
Ixllz = [ Y23 |Al]2 = /p(ATA)
j=1
gdzie p — najwigksza wartos¢ wlasna
||xHoo = 1I£Ia<x |le [|Alloo = 1ré1a<x Z |aij|

Norma Frobeniusza (euklidesowa) macierzy (nieindukowana ale zgodna z ||x||2)

Ixlls = (iz)

i=1 j=1
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%
n
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Analiza zaburzen

Ax = b Q Ixll=0ex=0

Q 11l = Al
A4S 0x) = (b+4
(A +0a)(x +dx) (b + d) Q Ix+ 311 < Iixll + 1131l

Q llAll=0sA=0

0p 70,04 =0 Q@ 1174l = IAllIA]]
Q 1A+B|I < [|Al+]IB]|
l|AB|| < [|A]l - [|B]|
A(X+5x) = b+ °
AX+ Aé‘x — b_|_ 6b e Warunek zgodnosci:
llAx|| < [|A]] - |Ix]|
Adby, = 6bp

e = A6,



Analiza zaburzen

okl = [JA™ 5l — (8)
|[6xl] = ||A_15b”<||A_1||'||5b|| Q Ixll=0sx=0
oxl] < [JATY] - 1]6s]| Q 1%l = IAllIxl]

Zat. b # 0 — réwnanie niejednorodne © Iix+all < lxll+ sl

Q llAll=0sA=0

8[| 1A 116l |[bl] O Il =iy

1| < TW Q@ 1IA+B|| < ||A[|+]B]|

1161 A= - 1] 5] @ 1AB| < ||A] - [IB]|
— (Ax =Db)

||X|| ||X|| ||b|| e Warunek zgodnosci:

by A1 1A s lAx|| < [|A]] - |Ix]|

|[0x] < [[ATH] - [JAX]] [|d]] . (8)

||| ||| |[bl|

|0x|| < AT - [JAJ] - (1] 19]]

1| [Ib|



Analiza zaburzen

@ Ixll=0ex=0
Q I17xI| = [Al]]x]]
||0x|] (18] @ Iix+ vl < Il +lyl]
< AT AT s
[[x¢]| |/b||

Q lAll=0sA=0
© InA[l=1AllA[]

Q lla+B|| < [IA[|+]IB]|
cond(A) — wskaznik uwarunkowania macierzy A Q 11AB| < 1Al - [1B]]

A
cond(A) > 1 — macierz zle uwarunkowana
cond(A) =~ 1 — macierz dobrze uwarunkowana

cond(A) = [|[A~Y]| - ||A|

e Warunek zgodnosci:
[1Ax]] < [|A]]- (1]




Analiza zaburzen

Ax = Db

Q Ixl=0ex=0

(A+da)(x+dx) = (b+5p) Q 111l = IAllIxl|
Q lix+yll < lIxIl + Iyl

op=0,0a #0 Q All=0sA=0

Q IxAl = AlA]]
Q A+B|I < [|Al+]IB]|

(A+0a)(x+dx) = b @ 11aB| < Jla]l-1IB]|

Ax+Adx+0ax+0ade = b —(Ax=b) | o
Aby +0ax+a0x = 0 llax|| < [|A]l - |Ix]]

Ad, = —6A(X—|—(5x)

A'AG, = —AUSA(x+ by



Analiza zaburzen
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cond(A)

Q Ixll=0ex=0
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Q llAll=0sA=0
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e Warunek zgodnosci:
[1Ax]] < [|A]] - (1]




2 13 1 2 6
A= ! 12 1751 1?2 ] A= [ 2 5.99999 }

~ 4. 6
cond(A) ~ 1.3533 - 10° cond(A) ~4-10

~_9.10-5
det(A) ~ 2.3148 - 107° det(A) ~ —2-10



A= |13 14 1)
s 15 1/

cond(A) ~ 1.3533 - 10°

det(A) ~ 2.3148 - 107°

2 6
A= [ 2 5.99999 }

cond(A) ~ 4 -10°

det(A) =~ —2-107°

B=01xI,xn
cond(B) =1

det(B) = 0.1"

2 T
CO?’Ld(B) = Ctg 4— — Alexander Ostrowski
n

det(B) =1



Drgania wtasne (swobodne)

(Loading Video...)

Movie/eigen.mp4

http://www.youtube.com /watch?v=j-zczJXSxnw

= e e ol


http://www.youtube.com/watch?v=j-zczJXSxnw

Zrédto: http://www.masterseries.co.uk/blog/tag/dynamics


http://www.masterseries.co.uk/blog/tag/dynamics/

y = Ax
_ [ 3
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Wartosci wtasne, wektory wtasne

@ Niech dana bedzie macierz A

@ Czy istnieje taki wektor v, ktéry po przeksztatceniu transformacja
Av bedzie "taki sam”jak przed? w = Av, w =v

ew. moze by¢ przeskalowany w = \v

4 4 4

g 3 A/ g o/
1 i i 4 1 /i
0 - 0 0

-1 -1 -1

2 2 2

3 3 3

-4 -4 -4

MU0 2 e 20 2 e Ty T2 0 2 s
@ wektor wtasny — wektor "odporny” na odwzorowanie, co
najwyzej pozwalajacy sie przeskalowaé/zmieni¢ zwrot

@ wartos¢ wtasna — parametr skalujacy wektor wtasny



Wartosci wtasne, wektory wtasne

Podstawowe sformutowanie zagadnienia wtasnego:

Av =)v
v — wektor wiasny
A\ — warto$é wiasna
Av = )\v
(A=X)v=0

vZ0 & det(A-X)=0

det (A — M) = (=D)"(\"+p1 A" L +... 4+ py) =0

Wartosci wtasne — pierwiastki réwnania charakterystycznego (zadanie
Zle uwarunkowane ze zfozonoscig n!)
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Witasnosci wartosci i wektoréw wtasnych

@ Macierz A stopnia n ma co najwyzej n réznych wektoréw wtasnych
i odpowiadajacych wartosci wtasnych.

o Wektory wtasne wyznaczaja tylko kierunki (kierunki
niezmiennicze/wtasne)

@ Wartosci wtasne moga by¢ rzeczywiste lub zespolone.

@ Zbiér wartosci wtasnych jest nazywany widmem macierzy.

@ Wektory wtasne dla réznych wartosci wtasnych sa liniowo niezalezne.
@ Macierze hermitowskie majg wartosci wtasne rzeczywiste.

@ Szczegblny przypadek macierzy hermitowskiej — macierz rzeczywista
symetryczna ma wartosci wtasne rzeczywiste i wektory witasne
ortogonalne dla réznych wartosci wtasnych. Macierz rzeczywista
symetryczna dodatnio okreslona ma dodatnie wartosci wiasne.

o det(A) = [T \i



Zastosowanie

@ Analiza odpornosci struktur mechanicznych na wymuszenia
zewnetrzne

o selekcja i ekstrakcja najistotniejszych (najbardziej r6znicujacych)
cech w klasyfikacji, np. rozpoznawaniu ksztattdéw — liter, twarzy,
sygnatéw, zmian zwyrodnieniowych na zdjeciach rentgenowskich,
automatycznym rozpoznawaniu celu na polu walki

o algorytm PageRank
rankingowania stron WWW
w wyszukiwarce Google —
wartosci wiasne macierzy

10 Struktura macierzy PageRank dla sieci Uniwersytetu
rzedu n ~ 10*" wyznaczane Cambridgo, 1 = 219710
raz w m|e5|acu Zrédto: http://en.wikipedia.org/wiki/Google matrix

0 cond(A) = Mnaz/Amin
@ statystyka, telekomunikacja, teoria sterowania

@ obliczanie miejsc zerowych wielomianéw (Octave — funkcja roots)


http://en.wikipedia.org/wiki/Google_matrix

Analiza spektralna (widmowa) macierzy

@ Wyznaczenie dominujacej wartosci wiasnej (to znaczy: najwiekszej
co do modutu) (max. |\|) i odpowiadajacego jej wektora wtasnego

@ Wyznaczenie najmniejszej co do modutu wartosci wtasnej i
wektoréw jej odpowiadajacych

@ Woyznaczenie wartosci wiasnej najblizszej zadanej liczbie
@ Wyznaczenie wszystkich wartosci wtasnych

@ Wyznaczenie wszystkich wartosci i wektoréw wiasnych (tzw. petne
zagadnienie wiasne)



Metody poszukiwania wartosci wtasnych

@ metoda potegowa

@ metoda Jacobiego

@ metoda dekompozycji QR
@ metoda dekompozycji SVD



Metoda potegowa

— najwieksza w.w. (odwrotna met. potegowa — najmniejsza w.w.,
odpowiednie przeksztatcenie macierzy — kazda w.w. )

Zat.:
@ Dla danej macierzy elementéw rzeczywistych A, xy:
A1l > |A2] = ... = |Aal; (A1 — dominujaca warto$¢ wtasna macierzy
A)
@ Niech wektory wtasne vi,..., Vv, tworza baze wektoréw ortogonalnych

(jest tak dla A = AT)
AVk = )\kvk

Niech:

X =01Vl + ...+ Q@ Vn

A wiec

Ax = A (Zz Oéin‘) = Zz OziAvi = ZZ ai)\iVi

Ax = ot <2 (s e (1) vt (3) )

k—oo=>x—vVv
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A= [4 0.5 ;
0.5 1 1

x=[1
11;

for k=1:100
y = A*x;
ymax = max (abs(y));
x= y/ymax;
1= ymax;

end

x =
1.0000
0.1623

1 =

4.0811

IV

A= [4 0.5
0.5 1

H

1

[V,D] = eig(A) ;

v =
0.1602
-0.9871

D =
0.9189
o]

-0.9871
-0.1602

4.0811




Metoda przeksztatcen przez podobienstwo (Jacobiego)

@ dla macierzy symetrycznych
@ wyznaczenie wszystkich wartosci wtasnych i wektoréw wtasnych
@ dla niewielkich macierzy (max. stopien 10)

@ wartosci wtasne i wektory wiasne otrzymywane w wyniku ciagu
ortogonalnych transformacji macierzy A (kolejne zerowanie par
max. co do modutu elementéw macierzy A).

Twierdzenie

Macierz A jest podobna (ortogonalnie) do macierzy B jesli istnieje taka
macierz R, ze:
R'AR =B



@ pojedyncza transformacja
Ri ARy = Ajiq

gdzie Ry, - macierz rotacji o kat ¢ (¢ = cos p,s = sin )
(— Wykfad o wartosciach wtasnych - macierz jako transformator, Wyktad o URL - macierze permutacji)

nie zmienia uktadu wartosci wtasnych.

i s =tc
oo : c= (14132
1 - .
e Lo Cl+v/1+¢
R S ) i
. . . C:agj_azz
1 2(17;]-

e RT .. RIRTARR:...R, =D =diag(\1,...,\2)

@ R=R;R:...R, — macierz wektoréw wtasnych



O~NOU R WN

A = [10 -3 1

-3 9 4

1 4 7]
n_max = 10 ; R
for kk = 1:n_max

AA = abs("eye(size(A))

eye(size(4)) ;

Lk A)

H

ind = find (AA==(max (max(AA))))
[ii,jj] = ind2sub(size(AA),ind) ;
ii = ii(1) 5 jj o= ji(1)

xi = (A(33,33)

- A(ii,ii)) / (2 x A(ii,jj))

t = sign(xi)/( abs(xi) + sqrt(1+xi~2) ) ;

c =
s =t

R_k =

R =R
A =R
end

_k?

* c

1/sqrt (1+t°2)

eye(size(4)) ;
R_k(ii,ii) =

*R_k ;

c

R_k(jj,ji) =

* A * R_k ;

R_k(ii,jj)

c

s

R_k(jj,ii) =

-s

H
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2.8995
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3518
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2

0
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.0000

—0.0008

2

0
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.0000

—0.0008

2
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.8580

0
0
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0.9376
—0.2141
0.2742
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—0.3599
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0.6916

0
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0.6154

0
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—0.5587
0.7383
0.3779

—0.5587
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0.3779

—0.5551
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0.3808

0.7499
0.2469
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0
—0.6154
0.7882

—0.3479
—0.5770
0.7390

—0.3479
—0.5770
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—0.3598
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