Metody numeryczne

Wyktad 3
Uktady réwnan liniowych




Ogolne sformutowanie zadania

aj1rr  + aiprs + ...+ 41T, =0
a1 r1  + vy + ...+ apT, =bo
(1)
aAp1T1 + Aporos + ... +  apnTn, =0,
ail a12 AT X ])1
a1 a99 ... Q2p i) ])2
= (2)
an1 An2 cee Qpp Tp ]),,
Ax=b) (3)

A — macierz wspétczynnikéw uktadu
x — szukany wektor rozwigzan
b — wektor wyrazéw wolnych



Ogolne sformutowanie zadania

Ax=Db

% czasu obliczeniowego superkomputeréw

x=A"1.b



Ogolne sformutowanie zadania

Ax=Db

3 czasu obliczeniowego superkomputeréw

4
KIHMTTIH



Pojecia wstepne

® Wyznacznik — odwzorowanie, ktére danej macierzy A = [a;;]nn
przyporzadkowuje doktadnie jedng liczbe rzeczywistg |A| = det(A).

|A|:{a“n o dlan=1
Zi:l(_l)l+3aij|A\{ij}| dlan>1

gdzie |A\ ;51| to wyznacznik z podmacierzy A powstatej po
skresleniu i-tego wiersza i j-tej kolumny. (rozwiniecie Laplace’a —
reguta Sarrusa dlan =3)

@ Macierz osobliwa — macierz kwadratowa, dla ktérej |A| =0
© Macierz nieosobliwa — macierz kwadratowa, dla ktérej |A| # 0

© Macierz jednostkowa (identycznosciowa) - macierz, ktérej
wspdtczynniki okre$lone s3 wzorem

[=l=lg
o=o
el
[el=le]



Pojecia wstepne

@ Macierz odwrotna — macierz kwadratowa B jest odwrotna do A
(B=A1Yoile
AB=BA=1 = AA1=A"1A=1
Jezeli nie istnieje taka macierz B to macierz A jest nieodwracalna
(osobliwa).

© Macierz transponowana (przestawiona) macierzy A = [a;;] —
macierz AT, ktéra powstaje z danej poprzez zamiane jej wierszy na
kolumny i kolumn na wiersze.

AT = [a;]

@ Macierz symetryczna — macierz kwadratowa, ktérej wyrazy potozone
symetrycznie wzgledem przekatnej gtéwnej sg réwne, tj.
Qj5 = Qg

Inaczej:
A=A"



Klasyfikacja numerycznych metod rozwigzywania URL

| met. rozw. URL |

L

| doktadne (bezposrednie) | | przyblizone (iteracyjne) |
| m. eliminacyjne | | m. dekompozycyjne | m. Jacobiego

m. Gaussa-Seidla

m. Gaussa rozktad LU m. nadrelaksacji

m. Gaussa-Jordana m. Gaussa-Doolittle’a
m. Gaussa-Crouta
m. Choleskiego

metoda-wyznaczntkowa—{wzory-Cramera}



Metody doktadne

doktadne rozwigzanie po skonczonej liczbie przeksztatcen uktadu
wyjsciowego
@ skonczona liczba operacji

@ btad wynika jedynie z obcinania lub zaokraglania liczb w trakcie
obliczen

@ stosowane dla ,stosunkowo matych” URL o macierzach petnych
(duza efektywno$¢)

@ duze obcigzenie pamieci

Przyktad

2 2 3 3
1 -1 0 |z=| -1
! 2 1 2



Wzory Cramera

det(A) # 0 = z; = Stz
2 2 3
det(A) = 1 -1 0|=-2404+46—-(3+240)=4-5=-1
-1 2 1
3 2 3
det(A;,)=| -1 -1 0]|=-3-6—(-6—-2)=-9+8=-1
2 2 1
2 3 3
det(A,,) = 1 =1 0]|=-246—-(3+3)=4—-6=-2
-1 2 1
2 2 3
det(A,,) = 1 -1 -1 |=—-44246—-(3-4+4)=1
-1 2 2
1
xlzz—izl xgzz—%:Q x3:}1:—1:>x: 2

-1



Odwracanie macierzy A

det(A)
2 -2 3
A=| 1 -1 0 AJP = (1) | Ay i1
-1 21
AR = ()M (-1 - 0) = —1
AL = ()21 = -
A}I?’ =(-D'*?(2-1)=1
AP = (1) (2-6) = (=1) - (—4) =4
-1 -1 1 -1 4 3
Ador = 4 5 —6 AP = (Ader) -1 5 3
3 3 —4 1 -6 —4
1 -4 -3
A= 1 -5 -3



Rozwigzywanie URL o szczegélnych macierzach

Lx

=b

li1zy
l212y
lz1z1
larzy

lni@y

+laowo
+lz2x2
+la2z2

+in2wa

laowo

lzgaza  +lzzag

lagza  +lagws

ln2z2  +lpzwg

T2
lzgzz3
lagzs

lnzzs

=b /[l
= by
+l33z3 =b3
+lazzz  +laazg = by
Flnz®s  +lpaza lnnTn  =bn
- b
i
=by —lo1z1  /:
=b3z — 3171
+lgqaxyg =bg —lg121
+lnazg lpnTn =bp —lni71
_ b
oy
_ ba—lojzy
22
=b3 —lz171 — l32®2
+lagzy =by —la1z1 — lagw2
+lnaza lnnTn  =bp —lp1z1 — ln2®2



Rozwigzywanie URL o szczegélnych macierzach

Macierz tréjkatna dolna (L-ower)
aj; =0 dlai<j
0

l11 0] 0 0
lo1 las 0 0 0
l31  lz2 33 0 0
lar laz laz laa 0
lnl ln2 lnS ln4 ... lnn
L nieosobliwa = [;; # 0,
k=1,...,n.
Wyznaczamy z; z pierwszego
rébwnania x1 = lb_11
Kolgjne z; dlai=2,...,n

wyznacza sie ze wzoru:

i—1
v Zj:l LI

L = i

Podstawianie w przéd



Rozwigzywanie URL o szczegélnych macierzach

Macierz tréjkatna gérna (U-pper)
Q5 = Odlas >]

u11 u1 U113 w14 Uln
0 U2 u23 U4 ...  U2p
0 0 u33 u34 . U3n
0 0 0 Ugq P Udn
0 0 0 0 cee Unpnp

U nieosobliwa = wu;; # 0,
i=1,...,n.
Wyznaczamy z,, z ostatniego

rébwnania x,, = ub—"

Kolejne z; dlai=n—1,...,1
wyznacza sie ze wzoru:
n
T, — Bim ) jiga Wi
v Ui

Podstawianie wstecz



Rozwigzywanie URL o szczegélnych macierzach

Macierz tréjkatna gérna (U-pper)
Q5 = Odla >j

1 u12 w13 ul4q Uln

1
0 w22  U23 U4 ...  U2p 1 1
0 22w w2t e wln Bardzo prymltywrla wersja
0 0 0 ua ... uay algorytmu redukcji wstecznej
0 0 0 0 ... umm Dane: U, b, N
Wyniki: x
U nieosobliwva = wuy; #0, x—0;
=1 for i — N to 1 do
i=1,...,n. S0
Wyznaczamy z,, z ostatniego for j—i+1to N do
réwnania x,, = ub—" S — S+U(i,7) z(5);
Kolejne z; dlai=n—1,...,1 endfor o\ s
w i - 2(0) = Ty
yznacza sie ze wzoru: ,
b n end for
Tl ujmign T
x; = =t

Podstawianie wstecz



Rozwigzywanie URL o szczegélnych macierzach

1
2
z3

[Sals RS
E W N e

Zq

o
3

Tn



Definicja

Dwa ukfady n réwnan z n niewiadomymi

Ax =D Cx=d

nazywamy rownowaznymi jesli maja identyczne rozwigzania.

Twierdzenie

Jesli ukfad réwnan wynika z innego uktadu przez ciag skoriczonych
operacji elementarnych, to te dwa ukfady sa réwnowazne.

Operacje elementarne nie zmieniajace rozwigzania URL:
@ przestawienie dwéch réwnan w uktfadzie w; < w;
@ pomnozenie obu stron réwnania przez liczbe # 0: w; := Aw;

@ dodanie stronami do réwnania wielokrotnosci innego réwnania:
W; ‘= wWj + )\’LUj



Metoda eliminacji Gaussa

Sprowadzenie ukfadu do postaci trjkatnej (eliminacja zmiennych)

(0) (0) (0) (0)
Cl%l) CL%Q) .. a%n) €1 Ay 5
0 0 0 (0)
Ay Ay ... Aoy 2 I IR
(0) (0) (0) T (0)
Apy Apo --- Onn " Ay nt1

Eliminacja zmiennej x1 z réwnan od 2-go do n-tego.
Jedli a sna odiac bi , . : (0)
edli aj;’ # 0 mozna odjaé pierwsze réwnanie pomnozone przez a;,’ /a

od pozostatych réwnan (i = 2,3,...,n).
©

(0)
11

(1) _ (0 i1 (0)
Wit =W~ oyt W
11

(0 (0 (0) (0)
ajy a%%) a%{l) 1 ”'li"' o

" (1)
0 asy ... ay, Tz || a3

1 1 (1)

0 agﬂ) a'y) Tn a,



Eliminacja zmiennej x5 z réwnan od 3-go do n-tego.

(1)

W@ —u® 0 oy
22
0 0 0 0
A ag g o
0 ayy ay 2n
0 0 agfq,) aéi,)
0 0 afg) aﬁi?
itd. ...az do
0 0 0 0
a§1) a§2) ag,r)L—l a’gn)
0 a%) aéﬂl_l agm)
0 0 (n—12) ) (’”_12)
0 0 07 5:%_’1)

€1
€2
€3

Ln

1 n41
(1)
@2 n+1
(2
= a n-41
(2)
Apn+1
(0)
T ’II.NH
(1)
T2 A2 n41
(n—2)
Tp—1 (I:,‘_,/JH
In (n—1



(k—1) (k—1)

(k) _ (k=1) Yk Oy

Qij - = Qi k—1)
A

k=1,2....n—1
j=k+1,...,n+1
i=k+1,....n

Baaardzo prymitywna wersja algorytmu elim. Gaussa (A — Ur)

Dane: A, b, N

Whyniki: Ur
Ur — [Ab];
fork<— 1to N —1do

. WO L (0 NO)
if Ur(k,k) =0 then 11 12 13 %1,
. 0 a(l) a(l) a(l)
return error; 22 23 2n
end if 0 o a2 . o
forj— k+1to N+1do . .
fori<— k+1to N do : : . . .
Ur(i,j) = 0 I
o Ur(ik .
Ur(i,5) — gy - Urlk, 3);
end for
end for

end for
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a11T1
a1
a31T1

An1T1

a21%]

a31ri

An1T1

x1

+ +

a12w2
a22
a32w2

+++

An2T2

(1)
a5 T2

a22x2

a32T2

An2T2

(1)
a%Q T2
a5y T2

a32 T2

1),
an2 T2

+

+++

a13r3
233
a33rs

An3T3
(1)
G133
a23r3
a33rs

+

+++

J’_

+++

A1nTn = b
a2nTn = b2
aznTn = b3
AnnTn = by
(1) _ (1)
ay, Tp = bl
a2nTn = b2

a3nTn = b3

etoda eliminacji Gaussa-Jordana

/:an

/ (1)

- —agz1w;

/- —az1w}

/ (1)

C—ap1wy

/: ag)



1),

r1  + ayx2

T2

(1)

39 T2

e))

an2 T2

x2

x2

+

+ +

+ +

+ +

agi Ty = /)‘II :

a(QSac o {\_‘
2N n D
)

(2) . (2)

a3, Tn = /»,’

2 (2)
(l,(.“,z.”l,'n = /1,,

2. _ .2
(llg.Ln —/;17
2)
ag ):1‘7, =b,
a(:%r = by
3n v T V3

2
ang:r,n = b,

/- (2)

—a12w2

/- —a32w§2)

/ (2)

- —an2ws
. (2)
/[t agy
/- —alsw%,g)
/- —0231033)



T2

itd. az do

+

Ix =Db'

+

+

3 (3)
agw?,mn =by



w3 + Wy

= 1l. wy = wy — Wi, W3
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Rozkfad LU

Ax=b (4)



Rozkfad LU

Ax=b (4)

A=LU (5)



Rozkfad LU

Ax=Db (4)
A=LU (5)
l11 0 0 0 uy1 w1y U3 . Uln
lo1 loo 0 0 0 u29  u23 . U2n
A= l31 32 33 0 0 0 us3 ... U3,



Rozkfad LU

Ax=Db (4)
A=LU (5)
l11 0 0 0 Uil w2 w13 ... Ulp
lo1 loo 0 L. 0 0 u29  u23 . U2n
_ l31 l3o l33 L. 0 0 0 uzs . U3n
A - .
In1  ln2  lns lnn 0 0 0 Unn
L Ux =b (6)



Rozkfad LU

Ax=Db (4)
A=1U (5)
l11 0 0 0 uy1 w1y U3 Uln
lo1 loo 0 L. 0 0 u29  u23 . U2n
_ l31 l3o l33 L. 0 0 0 uzs . U3n
A - .
In1  ln2  lns lnn 0 0 0 Unn
L Ux =b (6)
Ux=y

AnX’I’LI



Rozkfad LU

Ax=Db (4)
A=LU (5)
l11 0 0 0 uy1 w1y U3 Uln
lo1 loo 0 L. 0 0 u29  u23 . U2n
_ l31 l3o l33 L. 0 0 0 uzs . U3n
A=
Ini In2 Ing ... lpm 0 0 0 ... unn
L Ux =b (6)
~—~—
Ux=y

Anxny Xnx1,



Rozkfad LU

Ax=Db (4)
A=LU (5)
l11 0 0 0 uy1 w1y U3 Uln
lo1 loo 0 L. 0 0 u29  u23 . U2n
_ l31 l3o l33 L. 0 0 0 uzs . U3n
A=
Ini In2 Ing ... lpm 0 0 0 ... unn
L Ux =b (6)
~—~—
Ux=y

Anxny Xnx1s b’ﬂle



Rozkfad LU

Ax=Db (4)
A=LU (5)
l11 0 0 0 uy1 w1y U3 Uln
lo1 loo 0 L. 0 0 u29  u23 . U2n
_ l31 l3o l33 L. 0 0 0 uzs . U3n
A=
Ini In2 Ing ... lpm 0 0 0 ... unn
L Ux =b (6)
~—~—
Ux=y

Anxny Xnx1s b’ﬂle
Un><n *Xpx1l = Ynx1



Rozkfad LU

Ax=Db (4)
A=1U (5)
l11 0 0 0 Uil w2 w13 ... Ulp
lo1 loo 0 L. 0 0 u29  u23 . U2n
_ l31 l3o l33 L. 0 0 0 uzs . U3n
A - .
In1  ln2  lns lnn 0 0 0 Unn
L Ux =b (6)
~—~—
Ux=y

Anxny Xnx1, b’ﬂle
Un><n *Xpx1l = Ynx1
Lnxn “Ynx1 = bn><1 '



Rozkfad LU

Ax=Db (4)
A=1U (5)
l11 0 0 0 uy1 w1y U3 Uln
lo1 loo 0 L. 0 0 u29  u23 . U2n
_ l31 l3o l33 L. 0 0 0 uzs . U3n
A - .
In1  ln2  lns lnn 0 0 0 Unn
L Ux =b (6)
Ux=y

Anxny Xnx1, b’ﬂle
Un><n *Xpx1l = Ynx1
Lnxn “Ynx1 = bn><1 '

(7)

Ly=b = y=L"'b podstawianie w przéd
Ux=y = x=U"'y podstawianie wstecz

odwracanie symboliczne



Definicja

Niech A bedzie macierzag kwadratowa stopnia n. Wiodacy minor gtéwny
to wyznacznik macierzy kwadratowej powstatej z danej macierzy A przez
skreslenie z niej ostatnich k (0 < k < n — 1) wierszy i kolumn.

Przyktad
all al2 °oo0 Qln
a21 a22 090 a2n
A=
anl an2 Ann
all aiz aj n—1
a a a1 a22 coo a2, n—1
Wi =lan|, Wp=| 011 912 Wy =
laas | az1 a2 "
an—-1,1 Gp—1,2 --- Gpn—1n—1

Twierdzenie

Jezeli A jest macierza kwadratowa stopnia n, ktdrej wszystkie wiodace
minory gtéwne sa rézne od 0, to istnieja macierze tréjkatna dolna L i
tréjkatna gorna U, obie stopnia n, takie ze

A=LU



Jednoznacznos$é rozktadu LU:
® Vi—12..n lgx=1— m. Gaussa-Doolittle'a

® Vi=12,.n uUgk=1— m. Gaussa-Crouta

Kolejnos¢ obliczania:

Metoda Gaussa-Doolittle'a u11, U12, W13, ..., Uln
] lor, 31, ..., Im
Dlaie1,2,...,n u22, U23, ..., U2n
Dlajeii+1,...,n _ la2z, ..., ln2
itd.

Dane: n, (a;;)

Wyniki: 1;;, u;;

= ay Zz u i Wij

i ik " Wkj for k — 1 to n do
Ik — 1

for j — k ton do
k—1
Upj — akj — . sUsj

Dajei+1,...,n

end for
1 for i —» k+1to N do
l,, = — - (a;; — l Ui k—1
Jt g ( Jr Z gk ki) lik = aik *Zg 1 lisUsk /ukk
end for

end for



Roztozy¢ macierz A na iloczyn macierzy tréjkatnych.

2 2 3
A= 1 -1 0
-1 2 1
Wi =2 #0 [ ; 8]
2 2 - -1
w2 -
—2—2:—4730 U|:O : ]
W3 =det(A) = -1 #0 o0
Dlaie1,2,..., n
Dajei,i+1,..., n
—1
uz‘j:azjle,k'ukj
k=1
Dlaje€iti,..., n
i—1
lj; = ul c(aj; — lek S UR;)
k=1




Roztozy¢ macierz A na iloczyn macierzy tréjkatnych.

2 2 3
A= 1 -1 0
-1 2 1
Wi =2 #0 [ ; 8]
2 2 o1
w2 -
—2—2:—4730 U|:O ]
W3 =det(A) = -1 #0 . c v
7 =
Dlaie1,2,..., n
Dajei,i+1,..., n
—1
uz‘j:azjle,k'ukj
k=1
Dlaje€iti,..., n
i—1
lji = ul c(aj; — lek S UR;)
k=1




Roztozy¢ macierz A na iloczyn macierzy tréjkatnych.

2 2 3
A= 1 -1 0
-1 2 1
Wi =[2] £0 { i 8]
2 2 -1
|l -
—2-2=—-4#0 U|:0 - ]
Wy =det(A) = —1#0 . c v
7 =
Dlaie1,2,..., n )
Dlajeid,i+1,..., n j=1 uu:allfzk:lllkmkl:Z
i—1
uz‘j:azjle,k'ukj
k=1
Dajei+1,..., n
i—1

1
lj; = c(aj; — E Lk - wki)
ugi

k=1




Roztozy¢ macierz A na iloczyn macierzy tréjkatnych.

2 2 3
A= 1 -1 0
-1 2 1
Wi =2 #0 [ ; 8]
2 2 - -1
—2-2=—44£0 U{o : ]
Wy =det(A) = —1#0 _ c v
7 =
Dlaie1,2,..., n )
Dlaj€i,i+1,..., n J 1 u11=a11*2k:1l1k~uk1=2
j=2 w2 = a1z =2
i—1
uz‘j:azjle,k'ukj
k=1
Dlajeci+l,..., n
i—1
lj; = ul c(aj; — lek S UR;)
k=1




Roztozy¢ macierz A na iloczyn macierzy tréjkatnych.

2 2 3
A= 1 -1 0
-1 2 1
Wi =2 #0 { | 8]
2 2 -1
WQ_‘ 1 _1 ‘_ - -
2 -2=—44£0 U{o : ]
Wy =det(A) = —1#0 c v
1=1
Dlaiel1,2,...,n )
Dajeii+l,...,n j=1 uu:allfzk:lllkmkl:Z
j=2 U2 = a1z =2
i—1
: 71=3 w13 =aiz3 =3
uz‘j:azjle,k'ukj
k=1
Dajei+1,..., n
i—1
lj; = ul c(aj; — lek S UR;)
k=1




Roztozy¢ macierz A na iloczyn macierzy tréjkatnych.

2 2 3
A= 1 -1 0
-1 2 1
1 0 0
Wi=12[#0 L_|: 1 o]
2 2 -1
2 2 3
—2-2=—-4#0 u=|o0o . .
W5 = det(A) = =1 # 0 c -
=1
Dlaiel1,2,...,n )
Dajeii+l,...,n j=1 uu:allfzk:lllkmkl:Z
j=2 U2 = ajz = 2
i—1
< j=3 w13 = a1z =3
uz‘j:azjle,k'ukj
j=2
k=1
Dajei+1,..., n
i—1
1
lj; = . (aji — lek S UR;)
k=1




Roztozy¢ macierz A na iloczyn macierzy tréjkatnych.

2 2 3
A= 1 -1 0
-1 2 1
1 0 O
Wi =[2[#0 L_|: 1 o]
2 2 -1
2 2 3
—2-2=—-4#0 u=|o0o . .
W5 = det(A) = =1 # 0 c -
1=1
Dlaiel1,2,...,n )
Dajeii+l,...,n j=1 Uil =ail — k:1l1k~uk1=2
j=2 U2 = a1z = 2
i1 :
71=3 w13 =aiz3 =3
uz‘j:azjle,k'ukj .
= i= I =
- 1 _a _ 1
o (a2 = Y0l up) = 2L =5
Dajei+1,..., n

i—1

1
lji = c(aj; — E Lk - wki)
ugi

k=1




Roztozy¢ macierz A na iloczyn macierzy tréjkatnych.

2 2 3
A= 1 -1 0
-1 2 1
1 0 0
Wi =[2[#0 L_|: 1 o]
2 2 - -1
2 2 3
—2-2=—-4#0 u=|o0o . .
0o o0 .
W3 =det(A)=—-1#0
1=1
Dlaiel1,2,...,n )
Dlaj€dit+1,...,n j=1 unn =ain—y ;g ug =2
‘ j=2 wiz=az=2
s j=3 uiz =a13 =3
uz‘j:azjle,k'ukj
= i=2 =
= 1 _ _ 1
o o (a2 = Y0l up) = 2L =5
Dajei+1,...,n j=3 131271..'(%1):7%
1—1
1
lji = . (aji — lek S UR;)
k=1




Roztozy¢ macierz A na iloczyn macierzy tréjkatnych.

2 2 3
A= 1 -1 0
-1 2 1
Wi = 2| #0
2 2
we| ] -
—2-2=—4+40
W3 = det(A) = —1 #0
Dlaiel1,2,...,n
Dajei,i+1,...,n
i—1
uz‘j:azjle,k'ukj
k=1
Dajei+l,..., n

i—1

1
lji = c(aj; — E Lk - wki)
ugi

k=1

1=1

. 0

i=1 wn=an—y ,_ lk-up =2
j=2 Uiz = ajz =2

71=3 w13 =aiz3 =3

j=2 1210=

1 _a _ 1
o (a2 = Y0l up) = 2L =5
: 1

j=3 131=Tlll-(a31)=*§



Dai€l,2,...,n
Dlajeii+1,...,n -
1=2

2 2 3
A = 1 -1 0
—1 2 1
1 0 0
L= /21 0
—1/2 1

2 2 3

U= 0 - -




Dlai€1,2,...,n
Dlaj€d,i+1,...,n
i—1
Ujj = Q5 — E lik - ugj
k=1
Dajei+1,...,n
i—1
i = — - (aj; — E Lk - whi)
Wij
k=1
2 2 3
A= 1 -1 0
—1 2 1
1 0 0
L = 1/2 1 0
,1/2 _ 1
2 2 3
U= 0 - -
0 0 -

2

2
= ax—lo1-up = —1—

=



Dai€l,2,...,n
Dlajeii+1,...,n i 2
ujj = @i — E lig * Ukj J= 1
oy Uge = Aoz —loy-uip = —1—35-2 = -2
Jj=3
Dlajei+1,...,n _ _ 1 _ 3
Uz = agz—lor-u13 =0—5-3=—3
i—1
lj; = “(aj; — E Ljk - ki)
i
k=1
2 2 3
A= 1 -1 o0
-1 2 1
1 0 o0
L= /21 0
—1 . 1
2 2 3
u=|o0o . .
o o0 -




Dai€l,2,...,n
Dajeii+1,...,n
i—1
Ui = aij — E lik - ugj
k=1
Dajei+1,...,n
i—1
Lji = (aji — E Lik - uki)
i
k=1
2 2 3
A = 1 -1 0
—1 2 1
1 0 0
L= /21 0
—tp 1

U23

w

asy—loy-up = —1-5-2 =

N[

1
az3—l21-ui3=0—35-3 =

—2

_3
2



Dai€l,2,...,n
Dajeii+1,...,n
i—1
Uij = a5 — E Lik - ugj
k=1
Dajei+1,...,n
i—1
lji = (aji — E Lk - ki)
i
k=1

=

-2

1=2

j:

Uy = Gog—lo1-U12 = —1—

Jj=3

U = apg—loy w13 =0—3%-3
=3

1312 = i : (0132 =31 Ulg) =

= 2-(-3) -2)=—3

—2

[SJ[eY



Dai€l,2,...,n
Dajeii+1,...,n
i—1
Uij = a5 — E Lik - ugj
k=1
Dajei+1,...,n
i—1
lji = c(aj; — E lik * upi)
i
k=1

1=2

j:

Upy = asa—loy-urp = —1—%-2

J=3

U = apg—loy w13 =0—3%-3
—3

ls2 = i (a2 — l31 - u12) =

3G () -2 =3

—2

[SJ[eY



Dai€l,2,...,n
Dajeii+1,...,n ; 2
i—1
wij =aij = E Lik * Uiy J=2 )
k=1 U22 = a22*121'u12 = *175'2 = -2
Jj=3
Dlajei+1,..., _ _ 1 _ 3
et " Uog = a3 —lo1-u13 =0—5-3=—3
1—1
lJL = '(ajz - E ljk Cuk) ‘lj B l .
v P 32—@'(032—31'1&12)—
- A9 (—1y .9y _3
—— L@ (-h) =
A= 1 -1 0 p
-1 2 1 =
j:
1 0 0 2
L_|: s 1 0:| U3z = a3z — g I3k - ukz =
“e =ikl azz — (l31 - w1z + I3z - u23) =
1 3 3\ 4 (.3
PR 3 %)*(*5'3%5'(9*5))*13 (12+
Rl P=1-(3+=1-3=1




Dai€l,2,...,n
Dajeii+1,...,n
i—1
Uij = a5 — E Lik - ugj
k=1
Dajei+1,...,n
i—1
lji = (aji — E Lk - ki)
i
k=1

=2

j:

Upy = asa—loy-urp = —1—%-2
-

1
U2z = a3 —lz1-u13 =0—5-3

l32 = %22'(032—131'%2):
L2 (-3 2 =3
i=

j:

2
U3z = a3z — g I3k - ukz =
asz — (I31 - w1z + 32 - ug3) =

—2

[SJ[eY

17 (484 d () =1 (-3

D=1t -FHT1-g-



Wybér elementu gtéwnego

(ang. pivoting)

Przyktad

Lo 22y = [0]2]-18]

(0) (0) (0) (0)

1 1 1

0 gy a?g) - a(2;)

0 0 [ ag.’

@) (2)

0 0 a,’s L Ay
(k—1)

Nk ay,  #0

W implementacji agz) > €

3,n+1

a "
n,n+1



Niech e < 1
. x]‘ ~ 1
e 1 n] [1 Tymczasem: [ 2 ] ~ [ 1 }
11 xe | | 2 . :
Rozwiazanie:
Eliminacja Gaussa — zamiana kolejnosci réwnan
€ 1 Ty 1 1 1 x| |2
0 1-— 671 Zo 2— 671 e 1 T o 1
Redukcja wsteczna —

Eliminacja Gaussa —

_2-¢€! 11 1 2
'IQ - =
1—e€1 0 1—ce T 1-—2¢
zy=(1— 372)6_1 Redukcja wsteczna —
Niech € = 1078 (¢! = 108), a wiec: N
2—elx —671(, 1-— 6*1)z —e ! r2=(1-29/1-~1,

MEIR

x1=(2—1z2) ~ 1L



Wybér elementu gtéwnego

@ czesciowy:

® wiersze
k—1 k—1
|a§ck )| = max |a§k )|
k<i<n
o kolumny
k—1 -1
oV = max |ags "]
k<j<n
@ petny
k—1 k
oyl = max |af}]
k<ij<n
0 (0 (0 (0
17 “(112) (1?) aHl) Ay nt1
(1)
0 Ao ?3) ?73 A2 n+1
2 2 2)
0 0 33 3n  P3.n41
0 0 5;23.) “%272 “ ‘u;) "u 41



Macierz permutacji

Operacje elementarne przy pomocy macierzy permutacji:
na wierszach: P - A na kolumnach: A - P

@ przemnozenie i-tego wiersza (kolumny) przez liczbe k



Macierz permutacji

@ dodanie do i-tego wiersza macierzy j-tego wiersza pomnozonego
przez liczbe k

i j

1 . .

1 .

i P PR

L1 .

P= o
. 1 -

j L0 - - -1

Dla kolumn: A - PT



Wybér elementu gtéwnego — rozktad PLU

A=
-3 -3 -4 -8 -7
-6 7 5 -9 1
-5 2 5 1 -1
2 1 -2 & -10
-1 g 1 s -3
> [L,T,P]=lu(d)
L=
1.0000 0 0 0 0
0.1667  1.0000 0 ] ]
0.5000 -0.9512  1.0000 0 0
0.8333 -0.5610 -0.1482  1.0000 0
-0.3333  0.4878  0.0654 -0.1660  1.0000
U=
-6.0000  7.0000  5.0000 -9.0000  1.0000
0 6.8333  0.1667 10.5000 -3.1667
0 0 -£.3415  6.4878 -10.5122
] 0 0 15.3385 -5.1462
0 0 0 0 -8.2889
E =

[ e T S R
= - N
[= R = R R
=== =1
[ e T R e



Rozkfad PLU

Ostatecznie

LU =PA
Ax=b
PAx =Pb
LUx =Pb
{ Ly =Pb
Ux=y

Obliczanie wyznacznika macierzy:

det(A 1)P H Uii,

gdzie p jest liczbg przestawien kolumn i wierszy.



Metoda Cholesky'ego -Banachiewicza /-

dla macierzy symetrycznych, dodatnio okreslonych

jesli A jest rzeczywista, symetryczna i dodatnio okreslona
A=LL" =U"U

Twierdzenie

Macierz rzeczywista A jest dodatnio okreslona gdy:

@ jest symetryczna i dla kazdego niezerowego wektora x € R"
zachodzi: x7 Az > 0

Réwnowaznie:

@ wszystkie jej wartosci wtasne sa dodatnie

Réwnowaznie:

@ jest symetryczna i wszystkie jej wiodace minory gtéwne sa dodatnie
(kryterium Sylvestra)
Réwnowaznie:

@ jest symetryczna, Scisle dominujaca na przekatnej gtéwnej, a
wszystkie jej elementy diagonalne sa dodatnie



Metoda Cholesky'ego

- algorytm Cholesky’ego-Banachiewicza — elementy wyznaczane wierszami
- algorytm Cholesky’ego-Crouta — elementy wyznaczane kolumnami

Dlai=1,2,...,n

Dlaj>i

Dlaj<i



Przyktad

Roztozy¢ macierz A na iloczyn macierzy tréjkatnych.

9 0 =6 ap— St w2, i=1,...,n
A= 0 4 2 ' :1:1 .kz.

6 2 21 wiy = ST B
‘' aiz— o _
j=1 g = W=D — 220 _ )
uip = \/ai; =3 i—3
Jj=2 j=3
U2 = % =0 Uzz = \/(133 — («u%?) +U%3) —
j=3 2 —(d—1) = /16 — 4
g =42 = =6 —_9 5 @ -3

U1 3
. U=]|0 2 1| =LT
‘e 0 0 4
j=2 3.0 0

Ul'=| 0 2 o|=L
U22:\/a22—u%2:\/4_()2:2 -2 1 4
A=1L7 8)



Uktady tréjkatne

@ zapamietujac L i U mozna szybko rozwigzaé wiele uktadéw
réznigcych sie wektorami b

@ — szukanie A~! za pomoca metody LU polega na rozwiazaniu n
uktaddw réwnan:

L-U-z(® =@

el — i-ty wyraz n wymiarowej przestrzeni

1 0 0
0 1 0
S — @ | T e =
0 0 1

2 — ji-ta kolumna macierzy odwrotnej



Uktady tréjkatne

@ wyznacznik

det A
detLU = detL -detU = tw. Cauchy’ego
[i—y lek - [Ty wkk — rozwiniecie Laplace’a



Ukfady liniowe nadokreslone — rozwigzanie $redniokwadratowe —
wyktad o aproksymacji



ENE N

Matlab/Octave — operator

lewostronnego dzielenia

A
b

X

[111;
[36 6]

A\b ;

123,321

Use QR solver

Use triangular

Use
Hessenberg

Use permuted
triangular selver




Dziekuje za uwage
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