


Niech dana bedzie funkcja
f:R—R Przyktady:
Zadanie:

., , @ astronomia (réwnanie Keplera
znalez¢ x*, dla ktérego ( )

x —asin(z) —b=0
fl@*)=0 o teoria dyfrakgji $wiatta

1)
z—tgxr =0

/\/\ o wezty kwadratur Gaussa
: : : r B apx™ +...+a1x+ayg=0
\ 7 ‘ “t /

Brak uniwersalnej metody $cistej — metody iteracyjne (rozwigzanie
otrzymywane w procesie kolejnych przyblizen):

Tpy1 = P(zy)

Warunek : ciag przyblized xg, x1, 2, ... zbiezny do rozwiagzania
doktadnego x*

lim z, =z*
n—oo



Definicja
Metoda iteracyjna ® jest w klasie funkcji F' rzedu co najmniej p > 1 pod
nastepujacym warunkiem:
Jesli f € F i f(z*) =0, wtedy istnieje stata C < oo taka, ze dla
dowolnych przyblizen poczatkowych xg,x1, . ..,x,_1 dostatecznie
bliskich x, kolejne przyblizenia x,, generowane ta metoda spetniaja
nieréwnosc

|Zpt1 — 2% < Clon — 2™
Ponadto, jesli p =1 dodatkowo Zada sie, aby C' < 1.

p — rzad (wykfadnik) zbieznosci metody
C - stata asymptotyczna btedu metody

Zbieznos¢ globalna — konstruowany ciag przyblizen {x,,} jest zbiezny do
x* przy dowolnych przyblizeniach poczatkowych.

Zbieznosc¢ lokalna — ciagu przyblizen {z,,} jest zbiezny do z* pod
warunkiem, ze poczatkowe przyblizenia wybrano " dostatecznie” blisko z*.



Wstep

Twierdzenie (Bolzano-Cauchy'ego)

Jesli funkcja f(x) jest ciagta w przedziale

domknietym < a,b > i f(a)f(b) <0, to !
istnieje przynamniej jeden taki punkt - I
c €< a,b>, dla ktérego f(c) = 0. |

(— tw. Darboux)

Przedziat izolacji (pierwiastka) — przedziat < a,b >, w ktérym znajduje
sie jeden pojedynczy pierwiastek réwnania f(x) (f cg., f(a)f(b) <0,
sgnf'(x) = const).



N

Przyktadowe metody lokalizowania pierwiastkéw rzeczywistych:
Q wykres funkcji

Q metoda graficzna (oféwkowa) - jedli réwnanie f(x) = 0 mozna
przeksztatci¢ do postaci réwnowaznej g(x) = h(x) w ktérej wykresy
funkcji g i h sa fatwiejsze do wykonania;

pierwiastki f — odciete punktéw przeciecia g i h

Przyktad

logz+2=0
logz = —x
© metoda tablicowania funkcji w przedziale jej okreslonosci

T €< a,b > w m réownoodlegtych punktach x; = a + ih
(i=1,2,...,m) z krokiem h = (b —a)/m



N

Przyktadowe metody lokalizowania pierwiastkéw rzeczywistych:
Q wykres funkcji

Q metoda graficzna (oféwkowa) - jedli réwnanie f(x) = 0 mozna
przeksztatci¢ do postaci réwnowaznej g(x) = h(x) w ktérej wykresy
funkcji g i h sa fatwiejsze do wykonania;

pierwiastki f — odciete punktéw przeciecia g i h

Przyktad
<

logz+2=0

logz = —x

© metoda tablicowania funkcji w przedziale jej okreslonosci
T €< a,b > w m réownoodlegtych punktach x; = a + ih
(i=1,2,...,m) z krokiem h = (b —a)/m



Zatozenia:
0 f jest funkcja ciagta w
<a,b>
@ f(a)f(b) <0 (f zmienia
znak)
9 jeden pierwiastek w
<a,b>

Ty = %(an +b,) (n=0).

Warunki stopu:
o |b'ﬂ - anl < (5
o [flzn)| <€

Q@ N > Nmazx



Zatozenia:
O f jest funkcja ciggta w
<a,b>
o f(a)f(b) <0 (f zmienia

znak)
O jeden pierwiastek w
<a,b>

- %(an 4 ba) (n>0).

Warunki stopu:
9 |bp —an| <90
O |f(zn)l <€

o n > nmaz




Zatozenia:
O f jest funkcja ciggta w
<a,b>
o f(a)f(b) <0 (f zmienia

znak)
O jeden pierwiastek w
<a,b>

- %(an 4 ba) (n>0).

Warunki stopu:
9 |bp —an| <90
O |f(zn)l <€

o n > nmaz




Zatozenia:
O f jest funkcja ciggta w
<a,b>
o f(a)f(b) <0 (f zmienia

znak)
O jeden pierwiastek w
<a,b>

- %(an 4 ba) (n>0).

Warunki stopu:
9 |bp —an| <90
O |f(zn)l <€

o n > nmaz




Zatozenia:
O f jest funkcja ciggta w
<a,b>
o f(a)f(b) <0 (f zmienia

znak)
O jeden pierwiastek w
<a,b>

- %(an 4 ba) (n>0).

Warunki stopu:
9 |bp —an| <90
O |f(zn)l <€

o n > nmaz




Zatozenia:
O f jest funkcja ciggta w
<a,b>
o f(a)f(b) <0 (f zmienia

znak)
O jeden pierwiastek w
<a,b>

- %(an 4 ba) (n>0).

Warunki stopu:
9 |bp —an| <90
O |f(zn)l <€

o n > nmaz




Zatozenia:
O f jest funkcja ciggta w
<a,b>
@ f(a)f(b) <0 (f zmienia
znak)

O jeden pierwiastek w
<a,b>

\Y
N

T, = E(an +bn) (n
2
Warunki stopu:
9 |bp —an| <90
o [flan) < e

o n > nmaz




Dane: a, b, M, 0, ¢
Wyniki: n,z, f(x)
fa — f(a); fb— F)
e«—b—a;
if sgn(fa) = sgn(fb) then
return error;
end if
for n — 1 to M do
e—e/2;
z—a+e {x=(a+b)/2}

fz — f(=z);

if |e|] <d or|fz| < e then
return n, z, fx

end if

if sgn(fz) # sgn(fa) then
b—xz; fb— fux;

else
a«— z; fa— fx;

end if

end for




Zalety:
@ prostota
@ proste oszacowanie btedu
@ zbiezno$¢ globalna
Wady

o wolna zbiezno$¢ (jedna dokfadna cyfra binarna jest uzyskiwana przy
kazdym podziale = jedna cyfra dziesietna jest uzyskiwana
$rednio co 3.3 podziaty



Zbieznos¢

Twierdzenie

Niech [ag, bo), [a1,b1], ... bedzie ciagiem przedziatéw konstruowanych
przez metode bisekcji. Wéwczas granice lim,,_, o, a,, oraz lim,, ., b,
istnieja, sa identyczne i réwne zeru funkgji f. Jesli x* = lim,,_, o0 Ty,
gdzie z,, = %(an +by,), to

|I* — Cn| < 2_(n+1)(b0 — a()).



Metoda bisekcji

Przyktad

lle iteracji metody bisekcji da oszacowanie pierwiastka z dokfadnoscia do
k-tego miejsca po przecinku (w systemie dziesietnym).

Wartos¢ x* jest przyblizona do k-tego miejsca po przecinku

|z* — %] = ez < % -10=k Btad m.b. w pierwszym kroku wynosi:
bo €1 < 1(b— a)
¥ = 1.2483571 €9 < 761 =1, %(b— a) = 22 (b—a)
k=1z=12
€=0.0483... <0.05= o< 0—a)
L
14
k=2 &=125 (b—a) <31
e =0.0016... < 0.005 = " TF
5 - 107 27 > 2.10%(b — a)
k=3 &—1948 log, 2™ > log, 2 - 10F(b — a)
& = 0.0003... < 0.0005 w2 lig 2l AFb=c)
l710473 : : - n = [logy 2 - 10%(b — a)]

bo n musi by¢ liczba naturalna

s
Q.



regula - linia/reguta
falsus - fatszywy
Vaishali Ganit (Indie, 11l w.

p.n.e.)
Zatozenia:

o fciaggtaw <a,b>
o f(a)f(b) <0
O jeden pierwiastek w
< a,b>
Warunki stopu:
9 |bp —an| <0
o [f(zn)| <€

O N > Nmazx




regula - linia/reguta
falsus - fatszywy
Vaishali Ganit (Indie, 11l w.

p.n.e.)
Zatozenia:

o fciaggtaw <a,b>
° f(a)f(b) <0

O jeden pierwiastek w
< a,b>

Warunki stopu:
9 |bp —an| <0
o |f(zn) <e 0 = bn

b, — an

f(bn) = f(an)

O N > Nmazx



regula - linia/reguta
falsus - fatszywy
Vaishali Ganit (Indie, 11l w.

p.n.e.)
Zatozenia:

o fciaggtaw <a,b>
° f(a)f(b) <0

O jeden pierwiastek w
< a,b>

Warunki stopu:
9 |bp —an| <0
Q |f($n)|<€ xn:bn,

bn_an

f(bn) - f(an)

- f(bn)

O N > Nmazx



Dane: a, b, M, 6, €
Wyniki: n,z, f(x)
fa — fla); fb— f(b);
if sgn(fa) = sgn(fb) then
return error;
end if
for n — 1 to M do
e—b—a;

© b (b—a)/(fb— fa)- b
fr — f(z);
if |e|] <d or|fz| < e then
return n, z, fx
end if
if sgn(fz) # sgn(fa) then
b z; b« fux;
else
a <« z; fa— fz;
end if
end for




Zalety:

@ prostota

@ proste oszacowanie btedu

o zbieznos¢ globalna (pod warunkiem spetnienia warunkéw)
Wady

@ nadal wolna zbieznos¢



Zatozenia:
@ fciggtaw <a,b>

@ f(a)f(b) <0 ale brak
wymagania aby

fl@n—1)f(zn) <0

@ jeden pierwiastek w
<a,b>

@ feC? sgn(f') = const,
sgn(f’") = const
Warunki stopu:
o \xn —xn,1| < d
O |f(zn)| <€

QO n > nNmazx

Tn — Tp—1

Fam) —f@n)

Tn+1 = Tn —



Zatozenia:
@ fciggtaw <a,b>

@ f(a)f(b) <0 ale brak
wymagania aby

fl@n—1)f(zn) <0

@ jeden pierwiastek w
<a,b>

@ feC? sgn(f') = const,
sgn(f’") = const
Warunki stopu:
o \xn —xn,1| < d
O |f(zn)| <€

QO n > nNmazx

Tn+1

=xn —

=bp

Tn — Tp—1

Flan) = flan-1)

bn —an

 f(bn) — flan)

f(@n)

f(bn)



Zatozenia:
@ fciggtaw <a,b>

@ f(a)f(b) <0 ale brak
wymagania aby

fl@n—1)f(zn) <0

@ jeden pierwiastek w
<a,b>

@ feC? sgn(f') = const,
sgn(f’") = const
Warunki stopu:
o \xn —In,1| < d
O |f(zn)| <€

QO n > nNmazx

Tn+1 = Tn —

Tn — Tp—1

Flan) = flan-1)

fzn)



Zatozenia:
@ fciggtaw <a,b>

@ f(a)f(b) <0 ale brak
wymagania aby

fl@n—1)f(zn) <0

@ jeden pierwiastek w
<a,b>

@ feC? sgn(f') = const,
sgn(f’") = const
Warunki stopu:
o \xn —In,1| < d
O |f(zn)| <€

QO n > nNmazx

Tn+1 = Tn —

Tn — Tp—1

Flan) = flan-1)

fzn)



Zatozenia:
@ fciggtaw <a,b>

@ f(a)f(b) <0 ale brak
wymagania aby

f(@n—1)f(zn) <0

@ jeden pierwiastek w
<a,b>

0 feC? sgn(f') = const,
sgn(f’") = const
Warunki stopu:
Qo ‘xn - wn71| <6
O |f(zn)l <€

QO n > nNmax

Tn+1 = Tn —

Tn — Tp—1

Flan) = flan-1)

fzn)



Zatozenia:
@ fciggtaw <a,b>

@ f(a)f(b) <0 ale brak
wymagania aby

f(@n—1)f(zn) <0

@ jeden pierwiastek w
<a,b>

0 feC? sgn(f') = const,
sgn(f’") = const
Warunki stopu:
Qo ‘xn - wn71| <6
O |f(zn)l <€

QO n > nNmax

Tn+1 = Tn —

Tn — Tp—1

Flan) = flan-1)

fzn)



Dane: z,_1, zn, M, 0, €
Wyniki: n,z, f(Z)
fn—1 < f(xn—l); fn — f(xn);
for n — 1 to M do
Tn+1 = Tn _(-T'n _-Tnfl)/(fn _fnfl)'fn H

Irnt1 = f(@nt1)
Tn—1 < Tn; fn-1 < fn;
Tn < Tn+1, fn — fn+1;
if |zp —xn—1] <d or|fn| < € then
return n, Tn, fn;
end if
end for

Powyzszy algorytm korzysta z funkgji liczacej f(x).



Zalety:
o szybka zbieznos¢
Wady

o zbieznoé¢ lokalna

P

If(z) (z)
flx) <0 f(x)>0
Fla)>0 i) >0
’ a
i a b
() r)
fllx) <0 fl(z) >0
fz) <0 fx) <0
! b a
a b













iR 00000

Zatozenia:
9 fciggtaw <a,b>

o f(a)f(b) <O ale brak
wymagania aby

f(wn-1)f (2n) <0 /
O jeden pierwiastek w :

<a,b>
o f e C? sgn(f) = const,
sgn(f") = const flzn)
T+l = Tn — 7
Warunki stopu:
Rozwiniecie w sz. Taylora
0 |Tn —xn_1| <8 f(@) = fln) + f/(@n)(@ — 2n) + O((z — 2n)?)
Linearyzacja
O |f(zn)[ <e F@) & f@n) + (@)@ — on)

Skoro f(@) =0 = f(an) + f (zn)(@ — an) =0 —>

f(zn)
= h >0
f/ (on) Tn +hn (0 )

9 n > Nmaa - -
n+l = Tn —



iR 00000

Zatozenia:
9 fciggtaw <a,b>

o f(a)f(b) <O ale brak
wymagania aby

f(wn-1)f (2n) <0 /
O jeden pierwiastek w :

<a,b>
o f e C? sgn(f) = const,
sgn(f") = const flzn)
T+l = Tn — 7
Warunki stopu:
Rozwiniecie w sz. Taylora
0 |Tn —xn_1| <8 f(@) = fln) + f/(@n)(@ — 2n) + O((z — 2n)?)
Linearyzacja
O |f(zn)[ <e F@) & f@n) + (@)@ — on)

Skoro f(@) =0 = f(an) + f (zn)(@ — an) =0 —>

f(zn)
= h >0
f/ (on) Tn +hn (0 )

9 n > Nmaa - -
n+l = Tn —



iR 00000

Zatozenia:
9 fciggtaw <a,b>

o f(a)f(b) <O ale brak
wymagania aby

f(xnfl)f(x’ﬂ) <0 / 'Jir-zﬂ -%,,
O jeden pierwiastek w :

<a,b>
o f e C? sgn(f) = const,
sgn(f") = const flzn)
T+l = Tn — 7
Warunki stopu:
Rozwiniecie w sz. Taylora
0 |Tn —xn_1| <8 f(@) = flen) + f(@n)(@ — 2n) + O((z — 2n)?)
Linearyzacja
O |f(zn)[ <e F@) & f@n) + f (@)@ = n)

Skoro f(@) =0 = f(an) + f (zn)(@ —an) =0 —>

f(zn)
= h >0
f/ (on) Tn +hn (0 )

9 n > Nmaa - -
n+1l = Tn —



iR 00000

Zatozenia:
9 fciggtaw <a,b>

o f(a)f(b) <O ale brak
wymagania aby

f($n,1)f(wn) < 0 ‘/6/{'#2 /J;;IH J;”
O jeden pierwiastek w :

<a,b>
o f e C? sgn(f) = const,
sgn(f") = const flzn)
T+l = Tn — 7
Warunki stopu:
Rozwiniecie w sz. Taylora
0 |Tn —xn_1| <8 f(@) = flen) + f(@n)(@ — 2n) + O((z — 2n)?)
Linearyzacja
O |f(zn)[ <e F@) & f@n) + f (@)@ = n)

Skoro f(@) =0 = f(an) + f (zn)(@ —an) =0 —>

f(zn)
= h >0
f/ (on) Tn +hn (0 )

9 n > Nmaa - -
n+1l = Tn —



iR 00000

Dane: zg, M,
Wyniki: n,Z, f(i)
Tn — f(z0); fr — f(@n);
if |fn]l<e then
return 0, xy,, fn;
end if
for n — 1 to M do
Tnt1 — Tn = fn/f'(Tn);
frt1 < f(@nt1);

[0

if |Znt1 —xn| <dor|fn+1l<e 7 :
then n+2  Tp+l Ty
return n, Tp4+1, fnil; /
end if
Tn < Tn+1,
fn — fn+1;
end for

Algorytm korzysta z funkgji liczacych f(z) i f/(z).



Kiedy zawodzi?
.

Wady:

zbieznos¢ lokalna

Zalety:

Szybka zbieznos¢ (lokalna)



https://en.wikiversity.org/wiki/Newton's_Method

iR 00000

f(zn)

Tp4+l = Tp — F(zn)

f’(l‘) o f(IC + A‘T) — f(x) ~ f(xn) — f(xn—l) ~ f/(xn)

S Ar—0 z+ Az — =z Ty — Tp_1

R e R (= (e AR ACD)

ITn—Tp—1




Metoda stycznych

Przyktad

Wyprowadzi¢ znany wzér na obliczanie pierwiastka kwadratowego liczby a
Tni1 = 3(z, + L), gdzie 7o pierwsza aproksymacja pierwiastka liczby
a, ze wzoru metody stycznych Newtona.

Ya =1

——
f(z)
fzn) 2 —a a 1
Tpt+1 = Tn f/(xn) n 271. Tn = Tn 5 xn+2 - §($n+a)






Stefan Banach (1892-1945)
(@) =0 — 2 = b(a)
x — punkt staty odwzorowania ¢
Wybieramu poczatkowe xg, a
nastepnie:
Tn+1 = (I)(xn)
Zatozenia:
@ O jest funkcja ciagta w < a,b >
0 e (C?

0 |®'(x)| < 1 w otoczeniu
pierwiastka

Warunki stopu: j.w.

Sii——————nnTa w0000

(2) <0

()] < 1
D)
(1)
(1)
Y= P(z)
O(a1)
; .
) N 7 R
vy = P(x3)
y P
(z) >0 N ,x\‘\
/()] < 1 W
b(a)
o)

- “n:‘l‘
)

(2] T
u\:d:(u)



y 2y (2) <0 Y () > 7 $
N (@) < () >0 Y 88
#/(a)] < 1 )] < 1 Y
P(xs) e
b(s)
‘ < Przyktady
e
L ey . o0 zbieznosci
A :
S~ e 3
i z ; .
Sk 1C7) RN 1y R HERE "
AT oo A\ o)
y V=T gy <0 y ) b
W @(2) >0 S
1)1 @)1
7 Przykiady
LT,
: % rozbieznosci
i : i :
T3 I) Trs Ip T2 v = D(x) ’I‘\ To T T2




Jesdli | @/ (z)| < 1 (w poblizu pierwiastka)
f(@)=0 /-k

kf(z) +xz ==

oL =1+ kf'(x)

Szukamy k takiego, aby |<I>'2\ <1

Przyktad

22 -2=0
Szukamy @ E2< 1,2 >

T = =
a9

P(x) =2 = @'(z) = ;Tf‘ ,a wtedy [®/(1)] = | — 2| > 1!

z:z+k(z272)
ol (z) =1 + 2k=

=1 x =2
ol (z) =1+ 2k ®L(x) =1+ 4k
142k <1 144k <1
142k <1A1+42k>—1 144k <1A1+4k > —1
E<OAk>—1 E<OAk>—1
k € (—0.5,0)

Niech k = —0.25
®h(x) =142 (—0.25)z
@4 (z) =1— 0.5z
z=x—0.25- (z2 —2)



Metoda iteracji prostych

Przyktad

Znalez¢é pierwiastek réwnania 23 — x — 4.5 = 0 w prziedziale < 1,2 >
metod3 iteracji prostej. Réwnanie f(x) =0 mozna sprowadzi¢ do
réwnania réwnowaznego = = ®(z) na kilka sposobéw:

a)x=zx2—4.5 b) z = w‘é'_il )z =238 d) z = /228
e)x=+/r+45

Ktoéry z nich zapewnia zbiezno$¢ metody?




Metoda Rzad zbieznosci Rodzaj zb.
m. bisekcji 1 globalna
r. falsi 1 globalna
m. siecznych | (14 v/5) ~ 1.62 lokalna
m. stycznych 2 lokalna
m. Banacha 1 lokalna
m. Brenta 1.8 globalna




metoda Brenta (Brenta-Dekkera) — metoda hybrydowa = m.
bisekcji + m. siecznych (z interpolacja kwadratowg zamiast liniowej)
— funkgcja fzero (Octave/Matlab)

rozwigzywanie uktadéw réwnan nieliniowych — uogdlniona metoda
iteracji prostej, uogdlniona metoda stycznych

znajdowanie pierwiastkéw wielokrotnych —

o krotnosci nieparzyste (f(a)f(b) < 0 — mozliwo$¢ zastosowania
dow. met., obnizenie rzedu met. Newtona i siecznych)

o krotnosci parzyste — m. Newtona (o ile istnieje lewo- lub
prawostronne sasiedztwo szukanego pierwiastka dla ktérego
sgn(f') = const, sgn(f”") = const) — obnizenie rzedu metody

pierwiastki wielomianéw:

o schemat Hornera
o metoda Bairstowa
o metoda Laguerre’a



Bibliografia:

[0] Rysunek tytutowy: http://karlchenofhell.org/kram.php?part=newton


http://karlchenofhell.org/kram.php?part=newton

Dziekuje za uwage



13+1273173:O,

V3 = 1.732050807568877

Metoda bisekcji Regula falsi
n Tn f(@n) |zn — a7 n T f(@n) |on — x|
1 1.5000000 —1.8750000 0.2320508 1 1.5714286  —0.0000035  0.0000004
2 1.7500000 0.1718750  0.0179492 2 1.7054108 —1.3644315 0.1606222
3 1.6250000 —0.9433594 0.1070508 3 1.7278827 —0.2477451  0.0266400
4 1.6875000 —0.4094238  0.0445508 4 1.7314049 —0.0393396 0.0041681
5 1.7187500 —0.1247864 0.0133008 5 1.7319509 —0.0061107 0.0006459
6 1.7343750 0.0220299  0.0023242 6 1.7320353 —0.0009459  0.0001000
7 1.7265625 —0.0517554  0.0054883 7 1.7320484 —0.0001463  0.0000155
8 1.7304688 —0.0149572 0.0015821 8 1.7320504 —0.0000226  0.0000024
9  1.7324219 0.0035127  0.0003711
10 1.7314453 —0.0057282  0.0006055
11 1.7319336  —0.0011092 0.0001172
12 1.7321777 0.0012013  0.0001269
13 1.7320557 0.0000460  0.0000049
14 1.7319946  —0.0005317  0.0000562
15  1.7320251 —0.0002429  0.0000257
16  1.7320404 —0.0000984 0.0000104
17 1.7320480 —0.0000262  0.0000028
18 1.7320518 0.0000099  0.0000010
Metoda siecznych Metoda stycznych
n Tn fl@n) |zpn —a™| n Tn flzn) |z —a™|
1 1.5714286 —0.0000010 0.1606222 0 1.0000000 —4.0000000 0.7320508
2 1.7054108 —1.3644315 0.0266400 1 3.0000000 24.0000000  1.2679492
3  1.7351358 —0.2477451  0.0030850 2 2.2000000 5.8880000  0.4679492
4 1.7319964 0.0292554  0.0000544 3 1.8301508 0.9890012  0.0980999
5 1.7320507 —0.0005152  0.0000001 4 1.7377955 0.0545726  0.0057446
5 1.7320723 0.0002033  0.0000215
6  1.7320508 0.0000000  0.0000000
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