Metody numeryczne

Wyktad 1
Zagadnienia wstepne, arytmetyka zmiennoprzecinkowa




| zjawisko fizyczne |

| model fizyczny |—-| btad modelu fiz. |—-| uproszczenia modelu |

| model matematyczny |——| btad modelu mat. l——riew’{as'ciwy dobér/zastosov}\{anii

formut” matematycznyc

| model numeryczny |——| btad metody btad dyskretyzacji |

| symulacje |—-| btad numeryczny | btad zbieznosci |

! !

| bfad wejéciowy | | biad obciecia | | biad zaokragler |




| zjawisko fizyczne |

| model fizyczny |—-| btad modelu fiz. |—-| uproszczenia modelu |

| model matematyczny |——| btad modelu mat. l——riew’{as'ciwy dobér/zastosov}\{anii

formut” matematycznyc

| model numeryczny |——| btad metody btad dyskretyzacji |
| symulacje |—-| btad numeryczny | btad zbieznosci |
} }
| bfad wejéciowy | | biad obciecia | | biad zaokragler |

; — o0 (=D"  2n+1 _ z z°
sin(xz) = >~ ETESYIES =r -G+ ...



Btad jako miara doktadnosci

x — wartos¢ doktadna

Przyktad

@ = 7 = 3.14159265358979...
T — wartos$¢ przyblizona

T =3.14

nieznane T

btad bezwzgledny

ex =7,05 =7

kres gérny b.b.

eqx = |m — 3.14| < |3.14159265358979... — 3.14|
E, > e,

= 0.00159265358979...

btad wzgledny

kres gérny b.w. = E, = 0.0016

E. ~
Ay ==, T#0 0.0016
A -~ 0.00050955414015 =

= 5.0955414013 - 10~ % ~ 0.05096%



z=(-1)°-M-BF

S —znak, S ={0,1}

M — mantysa, znormalizowana: M €< 1, B); rzadziej M €< %, 1)
B — podstawa systemu liczbowego

FE — cecha,

Przyktad

—987.6543 = (—1)! - 9.876543 - 102
0.0010101 = (—1)° - 1.0101 - 2-3

—0.21102 = (—1)-2.1102 - 371

A1F73.02 = (—1)° - A.1F7302 - 16



@ Liczby catkowite i statoprzecinkowe — kodowanie liczb ujemnych:
znak modut (ZM), kod uzupetnien do 1 (U1), do 2 (U2)

o Konwersja bin — dec / dec — bin

Przyktad

(11001.01) = 1-2*+1.234+0-2240-2'4+1.2040.271 +1.272 =
16 + 8 + 1 4 0.25 = (25.25)1¢

Przyktad

(23.1)10 = (7)2

. { = (10111.000110011 ... )2

o Stata pozycja przecinka — ograniczony zakres



Binarne systemy zmiennoprzecinkowe — standard |IEEE-754

zTachecha 8b) ‘mangsa 23b) |
D Pleflololllelelefefe[e[ele]s]e]o[elo]e]of oue
T = (_1)5’ M - 2E—bzas 31 23 0
n, ﬂ;;g;ha 11b, ‘mant a (52b) ‘
L T T T T L T I
& ) [
Typ IEEE-754 Pojedynczej precyzji Podwdjnej precyzji
Nazwa typu w C, Java float double
Nazwa typu w Pascalu single real lub double
Nazwa typu w Fortranie real*4 real*8
Bit znaku 1 1
Liczba bitéw cechy 8 11
Liczba bitéw mantysy 23 52
Rozmiar (w bitach) 32 64
Bias 127 1023
Orientacyjny zakres 10381038 10308 10308
Orientacyjna precyzja 6% 10 5 10— 16

Matlab/Octave - domyslny typ: double

Orientacyjna prezycja == epsilon maszynowe



Zakres liczb reprezentowanych w danym zapisie:
[_ﬁmaxa _xmin] U {0} ) [xmiru xmax]

Zero maszynowe

—Tmaz —Tmin O Tmin Tmax

Btad wzgledny reprezentacji: A, = 5

Bm—1
|z| < Zpmin — btad niedomiaru (underflow)

|z| > Zmax — przepetnienie/btad nadmiaru (overflow) — przerwanie
obliczen



IEEE754

Przyktad

Przedstaw wszystkie liczby maszynowe zapisane na 5 bitach. Przyja¢ 2 bity na
ceche, 2 na mantyse, bias = 1.



Przyktad

Przedstaw wszystkie liczby maszynowe zapisane na 5 bitach. Przyja¢ 2 bity na

ceche, 2 na mantyse, bias = 1.

IEEE754

[(S[C[C[M [ ™] © = (—1)° - M. 25bias

cecha:
00 — (0)wo mantysa:
10 — (2o 1.01 — B

E €{0,1,2,3} — 1.11 — D

E — bias € {-1,0,1,2}

-1 0 1 2 -1 0 1 2

A | 0.100 | 1.00 | 10.0 | 100 A | 05 1 2 4
B | 0.101 | 1.01 | 10.1 | 101 B | 0625 | 125 | 25 | 5
C | 0.110 | 1.10 | 11.0 | 110 C | 0.75 1.5 3 6
D | 0.111 | 1.11 | 11.1 | 111 D | 0875 | 175 | 35 | 7




R

Ucinanie — odrzucenie cyfr na prawo od t-tej

- wada: wprowadzany btad ma znak systematycznie
przeciwny niz skracana liczba

-ex <107t

Zaokraglanie - wybér takiej liczby o t cyfrach
utamkowych, ktéra jest najblizsza do danej:

Przyktad

@ jesli t+ 1 cyfra < 4 — ucinanie

X round(x) | chop(x)

O jeslit + 1 cyfra > 5i <9 — do cyfry t-tej 0.2392 0.239 0.239
nalezy doda¢ 1 0.2397 0.240 0.239
o —0.2397 -0.240 | -0.239

O jeslit41cyfra=5 0.23652 0.237 0.236
o jesli wérdéd odrzuconych cyfr s3 niezera 0.23750 0.238 0.237

do t — tej dodaje sie jeden 0.23650 0.236 0.236

o jesli odrzucane cyfry sa zerami, to do
t-tej cyfry:
o dodaje sie 1 jesli jest nieparzysta
@ pozostawia bez zmian jesli
parzysta

-ex < 1107



Arytmetyka zmiennoprzecinkowa

(x+y)+z#z+(y+2)
(x-y)-z#x-(y-2)
r-(y+z2)#z-y+a-z

xr1 = (—1)51 . M1 . BE1
To = (—1)52 - M, - BE2

x1 £axg = (M; £ M- B(Ez_El)) - BE1 _ genormalizacja liczby o mniejszym wyktadniku
— bledy obcigcia (E1 — E2 > liczba bitéw mantysy !11)

X1 To = (Sl (S5) SQ)(Ml . MQ) . BE1+E2

331/332 = (Sl D Sg)(Ml/Mg) . BE1—E2

gdzie @ — exor



Standard |IEEE-754 cd

iz . Bit Bity Bity .
Wartos¢ specjaina znaku| wykfadnika mantysy Uwagi

NaN X 111..111 XXXX. . XXX wszystkie bity wyktadnika = 1, mantysa # 0

QNaN X 111..111 IXXX... XXX uwagi jak dla NaN, pierwszy bit mantysy zawsze = 1

SNan X 111..111 0XXX...XXX uwagi jak dla NaN, pierwszy bit mantysy zawsze = 0

wszystkie bity mantysy i wyktadnika = 0, bit znaku
Zero X 000..000 0000...000 decyduje o znaku wartosci
. . i wszystkie bity mantysy = 0, wszystkie bity
+ Nieskoficzonos¢ X 11111 0000...000 wyktadnika = 1,bit znaku decyduje o znaku wartosci
Nieznormalizowana « 000..000 XXX mantysa # 0, wszystkie bity wykfadnika = 0, bit
N znaku decyduje o znaku wartosci

Q@ Zera: +0 ([00000000];4), —0 ([80000000]; ).

—0 jesli nastapit niedomiar, 40 w przeciwnym przypadku.

@ Nieskoficzonosci: 400 jesli wystapit nadmiar, & + co = 4o,
z - 00 = 400, co/x = +oo dlaz > 0.

@ NaN “not a number’ (e = 255, f # 0).
NaN jesli 0/0, co — co, NaN + z.

liczby denormalizowane — zapetnienie >> fof"‘:f 1311822
" prézni” wokét zera (—Zymin; Tmin) ;>=x050001§00000)10000000000000000000000000000000000000000000000000000
Teoretycznie dla »> x = 27(-1023)
< 2171023 9 9951—308 o ;:xozog???gggg;)10000000uoo0uoo0uooo00000000000000000000000000000000
W praktyce: x = 0000000000000000010000000000000000000000000000000000000000000000



Przyktad

Niech T = 531 :|:El, To = 572 + E9)
lle wyniesie btad oszacowan 1 + xa, T1 — T2, 122, T1/ 2.



Przyktad

Niech 1 = 1 &1, T9 = T9 &9 (:> T E< Ty —€1,T1 + €1 >, )
lle wyniesie btad oszacowan 1 + xa, T1 — T2, 122, T1/ 2.



Przyktad

Niech T = 531 :|:El, To = 572 + E9)
lle wyniesie btad oszacowan 1 + xa, T1 — T2, 122, T1/ 2.

T1—e1+ (T2 —e2) < a1+ 22 < Ty +e1 + (T2 + £2)
T14+ Ty — (61 +62) < a1+ 22 < Ty +To+ (61 + €2)
LE1+I2:£1 +SE2:|:(€1 +€2)



Przyktad

Niech T = 531 :|:El, To = 572 + E9)
lle wyniesie btad oszacowan 1 + xa, T1 — T2, 122, T1/ 2.

T1—e1+ (B2 —e2) <z1+ 22 < Ty + 61+ (82 +€2)
T —|—f2—(81 +62) <71+ a9 <J~31—|—i‘2+(€1 —|—82)
LE1+I2:£1 +SE2:|:(€1 +€2)

Analogicznie

T1—e1— (Ba+e2) K1 — 22 < 1+ €1 — (T2 —€2)
Ty —To—(e1+6e2) <21 — 22 < Ty — T2+ (61 +€2)
A wiec:

xl—LEQZi‘l—fg:l:(é‘l +€2)

— arytmetyka (analiza) przedziatowa
— algebra liczb rozmytych



Utrata cyfr znaczacych

Niech z = 0.2345 £+ 0.00005 i y = 0.2344 &+ 0.00005
(tzn. x €< 0.23445,0.23455 >, y €< 0.23435,0.23445 >)

a wiec (z &~ y).
z —y = 0.0001 £ 0.0001

Doy = 222 = 100%!



Przyktad

Korzystajac z definicji btedu wzglednego
(Gp=22=F2 — z—_ptr,=2(1+4,)

(il = 1'1(1 =i (51)

52'2 = l‘g(l SE (52)

fljg = .’131(1 =1 (51)3’32(1 =1 (52) = .’1315(}2(1 =1 (51)(1 3E 52> =
.13133‘2(1 S (51 S 52 £l 6152)

01 <Kl,h<kl = §0~0
A wiec
6w1w2 ~ j:(51 + 62)




Przyktad

Korzystajac z definicji btedu wzglednego
(Gp=22=F2 — z—_ptr,=2(1+4,)

(il = 1'1(1 =i (51)

52'2 = l‘g(l SE (52)

fljg = .’131(1 =1 (51)3’32(1 =1 (52) = .’1315(}2(1 =1 (51)(1 3E 52> =
.13133‘2(1 S (51 S 52 £l 6152)

01 <Kl,h<kl = §0~0
A wiec
6w1w2 ~ j:(51 + 62)

Analogicznie:
B, _ zi(1£61) _ oz (4£8)(1—£82) _ z; (1+61+62+8162) _
= i) = R OISt — a @ = 2 (1+0+6)

5w1/w2 =~ :|:(51 + (52)




Niech y bedzie funkcja zmiennych x1, o, ..., 2, y = y(x1,22,. .., 2y)

i niech dane beda przyblizone wartosci 21, Zo, . .., &, zmiennych

T1,%2,. .., Ty, ktorych doktadnymi wartosciami sg 1,22, ..., 2y
Przyjmujac X = [Z1, &2, ..., Ty], oraz X = [&1, 22, ..., &) mozna zapisaé

Ex;, = SZ'Z — .’)AL'Z
ey = y(X) —y(%)

Twierdzenie

Ogdlny wzér na przenoszenie sie bfedéw:

Wzér okresla btad maksymalny, a wiec uwzglednia najgorsze mozliwe
przypadki.



Analiza btedéw

Przyktad

Y= 37% — T2
z1 = 1.034+0.01
zo = 0.45 4+ 0.01

By =K
d d
7 _22551 Bas = 1
Ay
SyZZ o; |+ |Ewi] = 1221]lew, | + | — 1lea,| =

2- 103 001—|—1 0.01 = 0.0306
y = 1.03% — 0.45 £ ¢, = 0.6109 + 0.0306
y €< 0.6109 — 0.0306, 0.6109 + 0.0306 >



Definicja

Jesli niewielkie wzgledne zmiany danych powoduja duze wzgledne
odksztatcenia wynikéw, to zadanie nazywane jest Zle uwarunkowanym.
W przeciwnym przypadku méwi sie o zadaniu dobrze uwarunkowanym

Przyktad - funkcja 1D

Zbada¢ uwarunkowanie zadania obliczania wartosci funkeji f(z) # 0 w
punkcie x.

W tym celu "zaburzamy” dane z: ¥ = (1 + ¢,) = « + 20,. Oszacowanie
wzglednej zmiany wyniku wyniesie:

@@ _ |fa+os)—f @) - be| o | £ @25 | <
7] )] Far ||~ | @ 0| <
=f'(x)

@ | =

wskéinik uwarunkowania zadania (— conditioning)
|cond| =~ 0 — dobrze uwarunkowane zadanie
|cond| > 0 — zadanie Zle uwarunkowane



Twierdzenie

Weskaznik uwarunkowania zadania obliczania wartosci funkcji wielu
zmiennych (y = y(x1, 22, - ,2,)) wynosi




Analiza btedéw

Przyktad (EF)

Sprawdzi¢ uwarunkowanie zadania obliczania wartosci funkgcji

y=y(p,q) = —p+p*+4q.

dy - 1 2p oy _ 1
2 24/p*+q 4 2v/p°+q

n x; 8( p Oy q 9y _
6y—211 y Oz; |:E1|_ yp5p+ y Oq 6‘1_

bp + < L =
,er —p+v/pPta ( 2+q> P —pvpP+a \ 2/ +a )| 7
P +q L+ q(\/p?+q+p) 5 —

prr\/p +q \/p +q (p%+a—p2)2v/p?+a| *

Vritate| s

p 2\/p +q

q

\/p2+q



Analiza btedéw

Przyktad

y=ypq) =-p+ VP> +q

/m2
Ligp g = ¢plp + Cq0q

)
Pt 2v/p2+q

5y - ‘\/;’f-&-q
Jak wptywaja btedy d,, i d4 na d,

p?+q¢>0 = p€ER, < —p?, +00) — dziedzina funkcji
Dlag>0:¢c, =1, c¢q~1~-zad. dobrze uwar.

Dla g < 0:
g— —p> = V/p2+q—0 = cp — 00, ¢g — 00 — zad. Zle uwar.



Korzystajac ze wzoru (1) sprawdz uwarunkowanie dodawania i mnozenia
dwéch liczb.



Stabilno$¢ numeryczna

Definicja
Algorytm jest numerycznie stabilny jesli gwarantuje rozwigzania (dla

dowolnego zadania rozwaznej klasy) z bfedem tego samego rzedu co
optymalny poziom bfedu rozwiazania danego zadania.

Prosciej:

Btad w algorytmie numerycznie stabilnym jest na poziomie
,hieuniknionego” btedu wynikajacego z przyblizonej reprezentacji danych
i wyniku.

Jeszcze prosciej:
Btad w algorytmie niestabilnym popetniony na ktéryms etapie obliczen
ro$nie w nastepnych etapach znieksztatcajac ostateczne wyniki.



Przyktad

Rozwazmy ciagi:
(a) o = 1, 1 =
(b)

1 __ 13
31 Tntl = 3

(a)

) 1.0000e + 00
apil 3.3333e — 01
xo 1.1111e — 01
T3 3.7037e — 02
z4 1.2346e — 02
o5 | 4.1152e — 03
6] 1.3717e — 03
x7 4.5725e — 04
xg 1.5242e — 04
xg 5.0805e — 05
x10 1.6935e — 05
211 | 5.6450e — 06
212 | 1.8817e — 06
z13 | 6.2723e — 07
214 | 2.0908e — 07
z15 | 6.9692e — 08
z16 | 2.3231e — 08
x17 | 7.7435e — 09
z18 | 2.5812e — 09
z19 | 8.6039¢ — 10

1.0000e + 00
3.3333e — 01
1.1111e — 01
3.7037e — 02
1.2346e — 02
4.1152e — 03
1.3717e — 03
4.5725e — 04
1.5242e — 04
5.0805e — 05
1.6935e — 05
5.6450e — 06
1.8815e — 06
6.2639e — 07
2.0575e — 07
5.6399e — 08
—2.9941e — 08
—2.0494e — 07
—8.4816e — 07
—3.4021e — 06

Tp_1 < (b) zn, = (%)n

e1 =eps ~ 2.22-10
Ent1 = *en + en 1
e16 > ( )15

el > 3.57- 109 +2.22.10716
€16 > 10=7

Kontrprzyktad

Rozwazmy ciag:

1
zo=1, 21 =4, Tnt1 = 3Tn —

=3 Ty = (4)"



Dziekuje za uwage



" Btad" wejsciowy — dynamika nieliniowa — przyktad

o réwnanie logistyczne — Pierre Francois Verhulst (1825)

o wersja dyskretna — Robert May (1976)

Ti41 = Oél‘i(l — J,‘l)

« - wspotczynnik tempa wzrostu populacji

0 « € [3.57,4] — zachowanie chaotyczne

— x,=0399999 | !
— xy=04
X, = 0.400001

10



"Btad" wejSciowy — dynamika nieliniowa c.d.

Uktad Lorenza — konwekcja termiczna w atmosferze

9§ = oly-a)
@ = #lp-2) -y, ()
T = zy-— Pz

o — stata charakteryzujaca lepko$¢ osrodka, p — stata charakteryzujaca przewodnictwo
cieplne osrodka, (3 — stata charakteryzujaca rozmiary obszaru przeptywu konwekcyjnego

x — ruch konwekcyjny, y — réznice temperatur, z — rozktad pionowy temperatury



) ) =)




_ _ _ 8
pfl?),crfl(),ﬁ—g

p=15,a:10,ﬂ=§


http://www.youtube.com/watch?v=FYE4JKAXSfY

"Btad" zaokraglenia — przyktad

25.02.1991, Dharan, Arabia Saudyjska — $mieré 28 amer. zotnierzy
0 zegar 1/10's: (%)10 = (0.0(0011)),

@ dla 24b rejestru btad dla jednego impulsu zegarowego

E =0.0(0011) — 0.00011001100110011001100 =
(0.0000000000000000000000011001100...)2 & (9.5 - 10~8)1[s]

O btad dla 100h pracy systemu (vs 8h)
Eiot =100-60-60-10-9.5- 1078 ~ 0.3333s

@ efekt btedu komputerowego przy nieprzerwanym dziataniu systemu

Godziny Sekundy Sek. obliczone Btad w [s] Btad w [m]

0 0 0 0 0

1 3600 3599,9966 0.0034 7

8 28800 28799.9725 0.0275 55

20 72000 71999.9313 0,0687 137

48 172800 172799.352 0.1648 330

72 259200 259199.7528 0.2472 494
100 360000 359999.6667 0.3333 687

Zrédto: http://fas.org/spp/starwars/gao/im92026.htm

@ Rozwiazanie: a) reset systemu b) zliczanie impulséw np. co 0.125 s
(0.12519 = 0.0012)


http://fas.org/spp/starwars/gao/im92026.htm

Ograniczona liczba cyfr przeznaczonych na mantyse i ceche — skonczona
doktadno$é, ograniczony zbiér reprezentowanych wartosci.

Przyktad
Niech:

m — liczba cyfr przeznaczonych na mantyse

n + 1 — liczba cyfr przeznaczonych na wyktadnik (n cyfr dla wartosci i 1

dla znaku)
z=(-1)%-M.BF

Mpin =1
Mmaz — B — B_(m_l)

Epin =—B" +1
Ermar = B" —1
Tmaz = Mmag - BEmaz

= (B- B~(m~1) . BPmaz < BEmac+1

BEmin — BEmin

[:t[M,[M[M]~1O
m=3 n=2

+1.00

+9.99 =10 — 10~ =1

—99 = —-102 +1

+99 =102 -1

1099

(10— 10-G=D) . 109
9.9.10%9



Cyfry utamkowe - wszystkie cyfry po kropce dziesietnej
Cyfry istotne - wszystkie cyfry z wyjatkiem zer na poczatku liczby
pomagajace okresli¢ pozycje kropki

Przyktad

123.12 — 2 cyfry utamkowe, 5 cyfr istotnych
0.001234 — 6 cyfr utamkowych, 4 cyfry istotne

Cyfry poprawne - cyfry utamkowe dla ktérych |z — 2| < 1 .10~
Cyfry znaczace - cyfry istotne wystepujace do t-tej pozycji po kropce

Przyktad
0.001234 + 0.0000004 — 5 cyfr poprawnych, 3 cyfry znaczace ..., bo
0.0000004 = 0.4-1076 < % -107% (2 € [0.001230,0.001238])

0.001234 + 0.0000006 — 4 cyfry poprawne, 2 cyfry znaczace ..., bo
0.0000006 = 0.6 - 1076 < % -107°%  (x € [0.001240,0.001228])
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