Metody numeryczne

Szeregi Taylora




Zadanie:
Znalez¢ funkcje "podobna” do danej funkgji f(x) "w poblizu” pewnego
punktu a.



Zadanie:
Znalez¢ funkcje " podobna” do danej funkgji f(z) "w poblizu” pewnego
punktu a.

Zatozenie:
Niech funkcja "podobna” (przyblizajaca, aproksymujaca) bedzie
wielomianem (stopnia n) W, (z).

Wo(z) = ppa™ + pn—12™ ' + ...+ poz® + prz + po












n=1
Wi(x) = p1 + po



Wo(z) = f(a) (1)
n=1
Wi(z) = p1z + po
Wi(a) = f(a)
Wilo) = 1'(a) @
pia + po = fla) (3)



Wo(z) = f(a) (1)
n=1
Wi(z) = pixz+ po
Wi(a) = f(a)
Wi(a) = (a) )
pia + po = f(a)
no = Fl @
\[8
p1= f’(a)
po = f(a) - f'(a)a @
[}

Wi(x) = prz+po = f'(a)z + f(a) = f'(a)a = f(a) + f'(a)(z — a) (5)



n=2
Wa(z) = paa? + pr1z + po



n=2
WQ(:L')

p2x? + prx + po



n=2
Wa(z) = paa? + p1z + po

Wa(a) = f(a)

Wi(a) = f'(a)

Wi(a) = f"(a)
pa® + pia + po = fla)
2p2a +  p1 = f(a)
2pa = f"(a)



n=2
Wy (z) = p2a® + prz + po

Wa(a) = f(a)
Wi(a) = f'(a) (6)
Wi(a) = f'(a)
p2a® + pia + po = fla)
2pa + py = f'(a) (7)
2py = f"(a)
(8
p2 = 3f"(a)
p = Fla)- () @
po = f(a)*(f'(f})* " za)a*%f”(a)azz

Wa(x) = paz® + p1z +po = . .. (9)
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Twierdzenie

Niech Y bedzie przestrzenig unormowana oraz f: [a,b] — Y bedzie
funkcja (n + 1)-razy rézniczkowalng na przedziale [a,b] w sposéb ciagty
(na koricach przedziatu zaktada sie rézniczkowalnos¢ z lewej, badz
odpowiednio, z prawej strony). Wéwczas dla kazdego punktu x z
przedziatu (a,b) spefniony jest wzér zwany wzorem Taylora

(z —

(z—a)

£@) = f@) + Z2 10 @) + EZ D o) 4y EZ (o) 4 o (w,a)

Z(%“) ¥ (a ))+Rnxa> Z(”” D 0 a) (14)

k=0

gdzie f*)(a) jest pochodna k-tego rzedu
funkgji f, obliczona w punkcie a, R, (x, a)
spetnia warunek

. Ru(z,a
L Ba(r,0)
r—a (.’IJ — a,)” ;

Brook Taylor (1685-1731)
Funkcja R, (z,a) nazywana jest reszta Peana we wzorze Taylora. W
przypadku a = 0, wzdr Taylora nazywany jest wzorem Maclaurina.



Reszty we wzorze Taylora

@ reszta w postaci Lagrange'a

\/fe[a,x] dla z>aVi€(z,a] dla z<a

@ reszta w postaci Cauchy’ego
@ reszta w postaci catkowej

@ reszta w postaci Schlomilcha-Roche’a



Przyktad
Dla danej funkgji f(x) = sin(x):
a) znalezé wielomiany Taylora stopnia zero, pierwszego, drugiego,
trzeciego i pigtego
b) wykorzystujac Octave wyznaczy¢ z jakim btedem kazdy z
powyzszych wielomianéw przybliza wyrazenie sin(35°)
c) wyznaczy<¢ ogélny wzdr rozwiniecia sin(x) w szereg Taylora
d) wyznacz szerokos¢ przedziatu [—d, d] = |x| < d wokét x =0 na
ktérym Wi () moze zostac uzyty do aproksymacji f(x) z btedem

€ < 0.2. Jaka bedzie szerokosc przedziatu jesli zatozymy btad np.
0.017



N B S BB | i
ROZWIAZANIE

a) Na podstawie (13) mozna zauwazy¢, ze kazdy wielomian Taylora
mozna uzyskaé z wielomianu Taylora wyzszego stopnia poprzez
obciecie sktadowych wyzszych rzedéw. Poniewaz a = 0 — wzér

Maclaurina:
W _ - (x)k (k)
(@)=Y TN
k=0
= FO) + O+ 3O+ f OO + .+~ )"

(15)

Kolejne pochodne sin(x) oraz ich
wartosdci dla x = 0 wynosza
odpowiednio:

Mozna zauwazy¢, ze w kolejnych
wierszach schemat bedzie sie
powtarzat, w zwigzku z czym

n| f™() | £™(0) zadane wielomiany beda wynosié:
0| sin(x) 0 po(z) =0,
1] cos(x) 1 p(z) ==z,
2 [ —sin(x) 0 pa(z) =z,
3 | —cos(x) -1 pa(z) = & — ga°,
4| sin(z) 0 e )
. p5(x):£ﬂ7§1’3+5,1’5







b)

wykorzystujac ctave wyznaczy¢ z jakim em Kaz Z powyzszych wielomianow prz 1Zza wyrazenie
ykorzystujac O y: y¢ z jakim btedem kazdy yzszych wielomiané ybliza wyrazeni

sin(35°)

Ip1(35°) — 8in(35°)| = |z — sin(x)||y=35. = 0.037289
Ip3(35°) — sin(35°)| = |z — $2® — sin(z)| =350 = 7.0257e — 04
z— g a3+ 2% —sin(z)] | p—s50 = 6.2652e—06

|P5(35°) —sin(35°)| =

1072




c) wyznaczyé ogdlny wzér rozwiniecia sin(z) w szereg Taylora

k=0
= FO)+ FO + L0 + 3 OO0+ 4 O 0)a"
=z %x‘s + 5:55 + (16)
n | f™() | f(0) -
0| sin(x) 0 g(l) g; — 2
1] cos(x) 1 po(z) =2
2 | —sin(x) 0 p3(x) =z — %xg,
3 | —cos(x) -1 . .
4| sin(x) 0 ps(z) =z — Had + La°




d) wyznacz szeroko$¢ przedziatu [—d, d] = || < d wokét = 0 na ktérym Wi () moze zostac uzyty do
aproksymacji f(z) z btedem e < 0.2. Jaka bedzie szeroko$é przedziatu jesli zatozymy btad np. 0.01?

Podejscie 1):

("na oko")
————— G2 x—————1- B2 - -
0.15 0.15
0.1 0.1
5.1072 5.1072
: : : > : : : :
—4 -2 2 4 —4 -2 2 4



d) wyznacz szeroko$¢ przedziatu [—d, d] = |x| < d wokét = 0 na ktérym Wi (x) moze zosta¢ uzyty do
aproksymacji f(z) z btedem e < 0.2. Jaka bedzie szeroko$¢ przedziatu jedli zatozymy btad np. 0.017

Podejscie 2):
(wykorzystanie reszty w postaci Lagrange’a)

¢€la,z] dla z>aVEE[x,a] dla xz<a

_(=a)"
Rufo.a) = St 100
a)a=0 PO
b) R,(z,0)=0.2
0.15 |
c) f(a) =sin(z) = Anen| [T <1
"t n "t 01T
d) R"(I7O) = (n+1)!f( +1)(§) < (n+1)!
I 5.1072 +
e) mu(z) = GF1)!
f) 2 =0.2— 2% -144=0 o >

jak to rozwigzaé? ps(z) — sin(z)|
T~ 2.98 o ()]



Rozwiniecia przyktadowych funkgcji
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w szereg Maclaurina

3 5
sinz = E =D L A
(2n+1)'

CM,ZH)" o _ 2t 2t
(2n)! !

Bap (—4)™(1 —4™) 22n=1 _ «®
tg””*z (2n)! -

gdzie |z| < 5, By to liczby Bernoulliego.

2n)!
arcsinz = E (2n)! 2t o] <1
4"(77.')2(211 + 1)

n=0

1
arctgz = %IQ'HJ, |z] <1
n +
n=0



Przyktad

Jakiego stopnia wielomianu Taylora nalezy uzyé, aby przyblizy¢é wartosé €7 z btedem

mniejszym niz € = 0.0001.

2 \k k
re =Y T @ = Y )
k=0

f@y=e* — fMay=e* - fE®@O)=e"=1
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>> n=1;

>> while 3%(0.7) " (n+1)/factorial(n+1) >= 0.0001
n=n+1;

end
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Zastosowanie sz. Taylora

Przyktad

Znalezé rozwiniecie w szereg Maclaurina funkcji x sin 2

(=nH" L2l — g, % z
Gt 31 5!

sinx =

. — (=" n = (D" .
rsing® =x (Z (2(n +)1)!(9”2)2 H) :‘”ng (2(n +)1)!x4 +2

0

e 7 11
pint3 3 _ % T 17
Z 2n+1 ST R (17)

n= 0
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