Metody numeryczne
Laboratorium 5
Kwadratury

1 Czesé teoretyczna

Calka jest jednym z najwazniejszych poje¢ wspoélczesnej analizy matematycz-
nej. Stosuje sie ja w matematyce, fizyce, technice i wielu innych dziedzinach
nauki. W matematyce badaniem wtasnosci i obliczaniem wartosci catek zajmuje
sie dzial zwany rachunkiem catkowym.

1.1  Calka nieoznaczona
Calka nieoznaczong nazywamy odwrotno$é¢ pochodnej danej funkcji.
F'(z) = F(x) (1)

Funkcje F(z) nazywamy funkcja pierwotnag danej funkcji f(x). Calke nie-
oznaczong opisujemy:

/ﬂ@M=F@+C (2)

1.2 Calka oznaczona

Calka oznaczona to pole powierzchni miedzy wykresem funkcji f(z) w pew-
nym przedziale < a,b >.
Calka oznaczona funkcji f(z) w przedziale < a,b > oznaczana jest symbolem:

/b f(z)de (3)

Jesli znamy calke nieoznaczona F(z) funkcji podcatkowej f(x), to calke
oznaczong funkcji f(x) w przedziale < a,b > mozemy obliczy¢ korzystajaé z
twierdzenia Newtona-Leibniza:

b
[ f@yie = o) - Fla) (4)



Nie stosujemy jednak tego sposobu w obliczeniach komputerowych, poniewaz
znalezienie calki nieoznaczonej jest zadaniem numerycznie skomplikowanym.

W obliczeniach numerycznych stosuje sie definicje Riemanna, w ktorej catka
oznaczona jest przedstawiana jako suma pél obszaréw ograniczonych wykresem
funkcji f(z) oraz osia OX. Elementy znajdujace sie pod osia OX maja wartosé
ujemna.

Podzielmy przedzial calkowania na bardzo duzo malych przedzialéw
< xi—1,x; >. Wewnatrz kazdego z tych przedzialow wybierzmy dowolny punkt ¢;
taki, ze (x;—1 < t; < x;). Calka oznaczona Riemanna moze by¢ zinterpetowana
jako suma wielu bardzo waskich prostokatéw o podstawie réownej (z; — x;—1) i
wysokosci f(t;), czyli

[ s = tim 3 05w - i) (5)

Gdy odlegtosci pomiedzy punktami podzialowymi zblizaja si¢ do zera, suma p6l
prostokatéw dazy do pola obszaru ograniczonego wykresem funkcji.



1.3 Kwadratury Newtona-Cotesa

Metoda prostokatow

W tej metodzie korzystamy z definicji uprzednio opisanej calki oznaczonej Rie-
manna.

Przedzial calkowania < x,,xp > dzielimy na n réwno odleglych punktéw
Z1, %2, ..., Tn. Punkty te wyznaczamy w prosty sposob wg wzoru:

dlai=1,2,...,n

xi_w(i_l) h, (6)

Tp— T
gdzie h = u, co jest rowne odleglosci pomiedzy sasiednimi
n

punktami z;_1, x;.
Dla kazdego wyznaczonego w ten sposéb punktu obliczamy wartosé funkcji
f(z) w tym punkcie:

f,Zf(Il), d1a2:15277n (7)

Suma pdl prostokatéw o boku h oraz f(x;) jest przyblizona wartoscia catki
oznaczonej funkcji f(x) w przedziale < x4, xp >.
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Metoda jest bardzo prosta w implementacji:

Dane: f, za, zb, n s /
Wyniki: [
funkcja f_rectl(f, za, zb,n) 6
h — (zb—az)/n
i—1,2,..,n
X —za+ (i—1/2)xh
Y — f(X)
I — h*sum(Y)

Algorytm 1: Zlozony wzér prostokatow




Metoda trapezéw

Popdobnym do uprzednio zaprozentowanego rozwigzania sposobem jest zasto-
sowanie zamiast prostokatéow - trapezéw o wysokosci h i podstawach réwnych
odpowiednio wartosci funkcji w punktach krancowych. Dalsza kolejno$é¢ dziala-
nia nie odbiega od metody prostokatow.

Przedzial calkowania < x,,xp > dzielimy na n réwno odleglych punktéw
Z1,%2,...,Ty. Punkty te wyznaczamy w prosty sposéb wg wzoru: dla ¢ =
0,1,2,...,m

T; = x4 + ih, (9)

Ty — Tqg

gdzie h = , co jest rowne odlegloéci pomiedzy sasiednimi punktami

n
xi_1,x;. Dla kazdego wyznaczonego w ten sposéb punktu obliczamy wartosé
funkcji f(z) w tym punkcie:

fi=f(x;), dlai=0,1,2,...,n (10)

Wartocia przyblizenia jest suma n trapezéw o podstawach f(xz;_1) oraz f(z;) i
o wysokoéci h. Uproszczony i uporzadkowany wzdr prezentuje sie nastepujaco:

b n—1
/f(x)dx —h (Z fla) + W) (11)
Zq i=1

Dane: f, za, b, n
Wyniki: [
funkcja f_trapI(f, za, zb, n)
h — (zb—az)/n
1+—0,1,2,...,n
X «—za+1*xh
Y — f(X)
I —hx*(sum(Y(1l:n—1))+(Y(0)+Y(n))/2)

Algorytm 2: Zlozony wzér trapezéw




Metoda Simpsona

Metoda Simpsona w odréznieniu do poprzednich algorytméw wykorzystuje do
przyblizen parabole. Zamiast pol prostokatéw czy trapezéw bedziemy obliczan
pola wycinkéw pod parabola.

Przedzial catkowania < x4,z > dzielimy na n + 1 réwno odleglych punktéw
Loy L1y L2y eeey Tyt

dlai=0,1,2,...,n

T; = x4 + ih, (12)

Ty — Tqg

gdzie h = , co jest rowne odlegloéci pomiedzy sasiednimi punktami

n
x;_1,%;. Dla kazdych dwéch sasiednich punktéw wyznaczamy punkt srodkowy
t; wg wzoru:

dlai=1,2,..,n

t = xi—12+ Zi (13)

Dla kazdego wyznaczonego w ten sposéb punktu obliczamy warto$¢ funkceji £(x)
w tym punkcie:

dla:=0,1,2,....,n dlai=1,2,...,n
fi= f(x:) fe. = f(t:)

W kazdym podprzedziale < x;_1, x; > przyblizamy funkcje za pomoca paraboli.
Ostatecznie uporzadkowany wzor pozwala na obliczenie sum pdl wycinkéw pod
parabolami przyblizajacymi funkcje f(x) w nastepujacy sposdb:

(14)

[ t@ar—¢ (2 S )+ 4D S0+ faa) + f(xb>) (15)

Dane: f, za, zb, n
Wyniki: I
funkcja f_Simpl(f, za, zb, n)

h — (zb — za)/n
i—0,1,2,...,n
X —za+ixh
j—12,...n
T (X(G - 1)+ X(7)/2
Y. — f(X)
Ys — J(T)
I — h/6x%(2%sum(Yy(1l:n—1))+4*sum(Yy)+ Yy(0) 4+ Yz(n))

Algorytm 3: Zlozony wzér parabol




1.4 Calkowanie metoda Monte Carlo

Metoda Monte Carlo jest popularna metoda symulacyjng stworzona przez polsko-
amerykanskiego matematyka — Stanistawa Ulama. Jedna z najczestszych apli-
kacji tej metody jest numeryczne catkowanie.

Jesli cheemy policzy¢ caltke oznaczona (3) mozemy postuzyé sie nastepujaca
metoda: Losujemy w przedziale calkowania n punktéw z przedziatu [z,, 23], a
nastepnie przyblizamy

=1

/f(a:)dx ~ TS (e (16)

Algorytm tej metody zapisany w pseudokodzie ma nastepujaca postac:

Dane: f, za, zb, n
Wyniki: I
funkcja f_crudeMonteC(f, za, zb, n)
h — (b — za)/n;
wylosuj n dowolnych punktéw X z < za,zb >
Y e £(X)
I—Y- h

Algorytm 4: Metoda Crude Monte Carlo

Istnieje réwniez algorytm Monte Carlo z zastosowaniem metody akceptacji i
odrzucen. Tutaj wartosé calki obliczana jest jako utamek pola powierzchni pro-
stokata o bokach max(f(z)) oraz (xb— za). Ulamek ten jest jednoczes$nie praw-
dopodobienstwem, ze losowy punkt na tym obszarze znajdzie sie pod wykresem
funkcji f(z):

Dane: f, za, zb, n
Wyniki: I
funkcja f_monteC(f, za, zb, n)
wylosuj n dowolnych punktéw X z < za,xb >
Friae — maz(Fx)
wylosuj n dowolnych punktéw Y z < 0, Fraz >
k «— sum(Y < Fx)
I —k/nx(xb—za)* Fras

Algorytm 5: Metoda ”typowe” Monte Carlo (akceptacji i odrzucen)




1.5 Kwadratury Gaussa

Kwadratura Gaussa zastala stworzona w celu uzyskania doktadnego wyniku
dla wielomiandéw stopnia 2n — 1. Polega ona na odpowiednim doborze wag
Wy, W3, . .., Wy, 1 punktow x;.

Jedli za dziedzine przyjmiemy zakres < —1;1 > to bedziemy mogli zapisa¢ ja
jako:

1

[ Harde = 3wt (17)

-1

Stosujac podstawianie, wzor (17) mozna przeksztalcié do postaci:

b
n b—a b+a b-—a
/f(m)dxz;wi > f( L A t) (18)

gdzie t; sa pierwiastkami wielomianu Legendre’a, a w; sa wagami danych pier-
wiastkow 1 wymagaja do obliczenia m.in. znajomo$ci pochodnej wielomianu Le-
gendre’a danego stopnia. Powyzsza metoda nosi nazwe Kwadratury Gaussa-
Legendre’a

1.6 Calkowanie w matlab / octave

Srodowisko Matlab/Octave oferuje kilka réznych metod numerycznego oblicza-
nia calek. Najczesciej uzywane to: quad (wykorzystujace kwadratury Gaussa) i
quadl (adaptacyjna kwadratura Gaussa-Lobatto). Ich wywolanie moze wygla-
da¢ nastepujaco:

Q=quad(f,a,b,tol,trace);

Q=quadl(f,a,b,tol,trace);

f — lancuch zawierajacy nazwe funkcji, funkcja musi by¢é umieszczona w odpo-
wiednim m-pliku, musi zwracaé wektor wartosci, a jej argumentem jest wektor
elementéw.

a,b — przedzial catkowania,

tol — wymagana fokladno$é oszacowania, domyélnie tol ~ 1.5 1078 - 1073
trace — parametr opcjonalny, pozwala na rysowanie wykresu z weztami kwa-
dratury.



1.7 Metody adaptacyjne

Zlozone wzory prostokatéw, trapezow i parabol nie sa optymalnymi algoryt-
mami. Gléwnie ma to przyczyne w tym, ze przedzial catkowania dzielimy na
réwne czesci, nie niwelujac przy tym btedéw powstajacych w konkretnych prze-
dziatach. Jak wiemy, btad metody trapezéw wyraza sie wzorem:

(b—a)

3
I(f)_Pn(f):_WfM)(gn)v (19)

W zwiazku z tym prawdziwe jest, ze

1) - o) = -2 o) (20
N RO (21

Zakladajac, ze dla odpowiedznio malych zakreséw f) (&) ~ f() (&), moina
zapisac:

(&) - 170 ~ 219 ) (22)
zatem
1) = Pa(f) = 5 (R(f) = Pa() (23)

Oznacza to, ze na danym przedziale mozna zalozy¢, ze réznica pomiedzy przy-
blizeniem na jednym oraz na dwéch przedzialach jest réwna trzykrotnosci btedu
na dwoch przedzialach. Jesli ten btad jest wickszy niz zaktadana doktadnosé,
przedzial nalezy podzieli¢ i ponownie obliczy¢ przyblizenie na nowo powstalych
przedzialach, az do uzyskania zaktadanej doktadnosci.

Dane: f, za, zb, tol
Wyniki: [
funkcja f_adapt(f, za, zb, tol)
Py — f_trapI(f,za,xzb,1)
Py — f_trapI(f,za, zb,2)
jezeli | Py — P2| < 3 tol
I+ P2

W przeciwnym razie

I — f_adapt(f,za,(za + xb)/2,tol/2) + f-adapt(f, (xa + xb)/2, zb, tol/2)

Algorytm 6: Metoda adaptacyjna
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Cwiczenia

UWAGA! PODCZAS WYKONYWANIA CWICZEN NIE ZAPO-
MNIJ, ZE W PSEUDOKODZIE INDEKSY TABLIC ZACZYNAJA
SIE OD 0, A W OCTAVE OD 1!

1.
2.

10.

11.

12.

Zdefiniuj funkcje y = 2> + 222 + 1 w pliku f1.m
Utwérz skrypt main5.m, w ktérym:
e okresl poczatek i koniec przedzialu catkowania [0, 2] pod zmiennymi
a? b?
e okredl ilo§¢ podprzedziatéw catkowania jako 5 pod zmienng n,
e narysuj funkcje podcatkowa w przedziale catkowania — kolor czer-

wony.

Wykorzystaj funkcje whudowane Octave’a (quad, quadl) opisane w punk-
cie (1.6) do obliczenia caltki funkcji f1 na przedziale [a,b].

Korzystajac z algorytméw 1 - 3 dokonaj implementacji kwadratur New-
tona pod nazwami kolejno: f_rectl.m, f_ trapIl.m oraz f SimpI.m.

W skrypcie mainb.m wywolaj wymienione funkcje z parametrami w ko-
lejnosci: (funkcja catkowana, a, b, n)

Poréwnaj wyniki wszystkich metod dla réznych n: np. 3, 7, 10.

Dokonaj implementacji prostej metody Crude Monte Carlo opisanej w
algorytmie 4. Wykonaj metode kilkukrotnie dla réznych n (np. 10, 100,
1000).

Dokonaj implementacji metody Monte Carlo opisanej w algorytmie 5:

e zdefiniuj funkcje, ktéra na przedziale [a,b] jest nieujemna, np. y =
22 + 2z + 1 w pliku f2.m,

e wykonaj metode kilkukrotnie dla réznych n (np. 10, 100, 1000),

e poréwnaj wyniki z metoda z punktu poprzedniego.

Poréwnaj wyniki, sprawdz wplyw parametru tol na wyniki dziatania me-
todach wbudowanych.

Korzystajac ze wzoru (18) dokonaj implementacji metody Gaussa-Legendre’a.

Dolaczona funkcja [t, w] = gauleg(n) zwraca wartosci wezlow t; oraz
wag w; dla podanego stopnia wielomianu n (wzér 30).

Poréwnaj wyniki zwracane przez powyzsza funkcje z wbudowang metoda
quad dla réznych stopni n oraz tolerancji tol.

Korzystajac z algorytmu 6 dokonaj implementacji metody adaptacyjnej
przy uzyciu wzoru trapezéw.



