Metody numeryczne
Laboratorium 4
Interpolacja i aproksymacja

1 Aproksymacja, interpolacja

Celem aproksymacji jest znalezienie zaleznosci funkcyjnej F'(x), w przyblize-
niu pokrywajacej sie z pewna funkcja f(x), okreslona w postaci ciagu punktdw.
Punkty te moga pochodzi¢ z pomiaréw, albo moga by¢ wynikami innych obli-
czen.

Interpolacja - metoda numeryczna polegajaca na wyznaczaniu w danym
przedziale tzw. funkcji intepolacyjnej, ktéra przyjmuje w nim z géry zadane
wartosci w ustalonych punktach, nazywanych weztami. Stosowana jest ona cze-
sto w naukach doswiadczalnych, gdzie dysponuje sie zazwyczaj skoficzona liczba
danych do okreslenia zaleznosci miedzy wielko$ciami oraz w celu uproszczenia
skomplikowanych funkcji, np. podczas catkowania numerycznego. Interpolacja
jest szczegblnym przypadkiem metod numerycznych typu aproksymacja.
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Rysunek 1: Przykladowa interpolacja



1.1 Wz6r interpolacyjny Lagrange’a

Wzoér Lagrange’a zostal opracowany na podstawie ogdlnego wzoru na wielomian
interpolujacy. Dla n wezléw zapisuje sie go w nastepujacy sposob:
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gdzie: a; - wspoOlczynnik interpolacji, ¢; - funkcja bazowa.

Liczba potrzebnych funkcji bazowych oraz wspoétczynnikow interpolacji jest
dokladnie taka sama jak liczba wezléw. Gdy jako nieznane wspoétezynniki ay,
ai, .., Gnp—1 wstawimy znane wartosci funkcji w wezlach yo,y1,...,yn—_1 to
do wyznaczenia pozostana postaci funkcji bazowych ;. Jak wiadomo funkcja
interpolujaca powinna dla podanych wezléw x; przyjmowaé ustalone wartosci
y;. Jezeli wartosé funkcji bazowej ¢; dla podanego wezta z; bedzie wynosila 1
a dla kazdego innego wezla réznego niz x; wynosi¢ bedzie 0 to ze wzoru (1)
uzyskamy sume:

f(xi):"‘"f'yifl'0+yi‘1+yi+1'0+... (2)
czyli zostanie spelniony warunek f(z;) = y;. Wartosci funkcji ¢ mozemy wiec
rozpisac jako:
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Wzo6r na obliczenie tej funkcji zostal podany ponize;j.
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Wzo6r pomimo skomplikowanego wygladu jest bardzo prosty. Jedli jako x po-
damy wartos¢ x; to licznik i mianownik ulamka bedzie taki sam. Czyli iloraz
bedzie wynosil 1. Gdy podana zostanie warto$¢ wezla innego niz z; to ktérys z
iloczynéw w liczniku da 0, czyli caly ulamek wynosi¢ bedzie 0.

Przyktad 1.
Majac dane wezly 0,1,3,8 wraz z wartosSciami 2,6,-1,8 obliczamy wielomian in-
terpolacyjny:
(@@ =3)@=8)  (z-0)(x—3)(x—8)
O0-1O-3)0-8 A0 -3)(1-8)
_1(x— 1)(z —0)(z — 8) +8(x— 1)(z —3)(z —0)

B-1DB-0B-8 (8-0)(8-3)(8-0)
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function f = Lagrange(x, y, xi)
n = length(x);
f = 0;

for i=1:n
ilocz = 1;
for j=1:mn
if (j!=1)
ilocz = ilocz * (xi-x(j))/(x(i)-x(j));
endif
endfor
f = f + #TODO!!'#
endfor

Listing 1: Niekompletna funkcja interpolacji Lagrange’a
Powyzszy skrypt przedstawia funkcje ktora jako argumenty przyjmuje:

e x - wektor zawierajacy wezly interpolacji o wielkosci n (indeksy w Octave
zaczynaja sie od 1),

e y - wektor wartoéci w weztach interpolacji o wielkosci n,
e xi - argument dla ktérego szukamy wartosci

oraz powinna zwraca¢ szukana warto$¢ w zmiennej f. Obecnie funkcja zwroci
zawsze 0. W gtéwnej petli for z linii 5 nastepuje przejscie przez wszystkie podane
wezly. W petli zagniezdzonej liczona jest warto$é¢ funkcji bazowej dla kazdego
wezta. Linie 9 latwo zrozumieé patrzac na wzor (5).

Cwiczenie 1.
Uzupelnij linie 12 z listingu 1. Funkcja powinna zwraca¢ wartos¢ funkeji interpo-
lujacej obliczonej zgodnie ze wzorem (1). Pamigtaj, ze w zmiennej ¢locz znajduje
sie odpowiednia warto$é¢ funkeji bazowej ¢;(z;) oraz, ze wsp6lezynnikami a; sa
wartoéci podane w wektorze y.

Funkcje przetestuj na prostym przykladzie funkcji f(x) = x2. Jako wezty
przyjmij x = [1,2,3]. SprawdZ czy funkcja zwrdci przewidywane wyniki dla
innych wybranych argumentéw podanych w xi.

1.2 Interpolacja w Octave

Do interpolacji wielomianowej w Octave mozna wykorzystaé funkcje poly fit opi-
sana w rozdziale 1.5 dotyczacym aproksymacji. Gdy podany stopien wielomianu
aproksymujacego bedzie n— 1, gdzie n oznacza liczbe wezlow to w efekcie otrzy-
mamy wielomian interpolujacy taki sam jaki uzyskalibySmy metoda Lagrange’a.
Octave udostepnia tez inna, czesto uzywana w praktyce interpolacje funkcjami
sklejanymi. Realizowana jest ona przez funkcje interpl a jej efekty zobaczyé
mozna uruchamiajac ponizszy skrypt.

xf = -1:0.01:1; J Punkty do obliczania wartosci funkcji
yf = 1./(1 + 26*xxf."2); % Dokladne wartosci funkcji
xp = linspace(-1,1,10) ; % Wezly interpolacji



yp = 1./(1 + 25%xp."2); % Wartosci funkcji w wezlach

lin = interpl(xp,yp,xf);
cub = interpl(xp,yp,xf,"cubic");
spl = interpl(xp,yp,xf,"spline");

plot(xf, yf, "linewidth", 2);

hold on

plot (xf,lin, xp, yp, "r*");

legend ("funkcja","interpolacja liniowa", "wezly");
; figure (2)

5 plot(xf, yf, "linewidth", 2);

hold on

7 plot(xf,cub, xp, yp, "r*x");

legend ("funkcja","szescienna hermita", "wezly");
figure (3)

plot(xf, yf, "linewidth", 2);

hold on

s plot(xf,spl, xp, yp, "r*x");

legend ("funkcja","szescienna spline", ‘"wezly");

Listing 2: Interpolacja w octave
Funkcja interpl udostepnia trzy typy interpolacji:

e liniowa(domy$lna) - pomiedzy kazdymi kolejnymi wezlami funkcja przyj-
muje inny wzor liniowy (ax + b)

e szeScienna Hermite’a - pomiedzy kazdymi kolejnymi weztami funkcja przyj-
muje inny wzér szescienny (ax® + bx? + cx + d) z warunkiem ciagtoéci
pierwszej pochodnej.

e szeScienna typu Spline - pomiedzy kazdymi kolejnymi weztami funkcja
przyjmuje inny wzor szescienny (ax®+bx? + czx +d) z warunkiem cigglosci
pierwszej i drugiej pochodnej.

Cwiczenie 2.

Sprawdz efekty zmiany ilosci wezléw w powyzszym listingu (linia nr 3). Przy
ilu weztach réznica miedzy funkcja interpolujaca, a interpolowana bedzie nie-
zauwazalna na wykresach dla opisanych typéw interpolacji?

Uwaga! Przy kopiowaniu kodu z listingu przy argumentach podawanych jako
tancuch znakéw dodawane sa niepotrzebne znaki spacji ktére nalezy usunaé.

1.3 Efekt Rungego

Efekt Rungego jest to zjawisko pogarszania sie dokladnosci przyblizenia funkcji
interpolujacej dla duzej ilosci weztow. Przebieg funkcji oscyluje na krawedziach
przedzialu. Zjawisko to wystepuje dla interpolacji wielomianem o duzym stop-
niu, gdzie wezly rozmieszczone sg w réwnych odstepach. Aby zbadaé to zjawisko
sprébujemy dokonaé interpolacji funkeji f(x) = H—ﬁ dla duzej ilosci réwno
rozmieszczonych wezléw. Wykorzystana zostanie funkcja napisana w ¢wiczeniu



nr.1. Skrypt z listingu 3 generuje wykres zawierajacy 4 przebiegi. Pierwszy to
oryginalna funkcja f(z) = ﬁ ktorej wspdlrzedne generowane sa w liniach
1,2 oraz wyswietlana jest ona w linii 3. Nastepnie w liniach 6 — 14 generowane
sg trzy kolejne wykresy o liczbie weztéw 7,9, oraz 11.

x2 = linspace(-5,5,200);

y2 = 1./(1+ 2*x2.72);

plot (x2,y2); #Narysowanie funkcji oryginalnej
hold on;

; for i=7:2:11

b'd linspace(-5,5,1); #Ustalenie rowno odleglych wezlow
y 1./(1+ 2%x.72); #Ustalenie wartosci w wezlach
f=ones (length(x2),1);
for j=1:length(x2)

£f(j) = Lagrange(x,y,x2(j));

endfor
plot(x2,£f);
endfor
5 h = legend ("1/(1 + 2x°2)", "n = 7","n = 9" ,"n = 11",
; "location", "northeastoutside");

7 axis ([-5 5 -1 1])

Listing 3: Wizualizacja efektu Rungego

Uwaga! Do uruchomienia tego skryptu wymagane jest posiadanie dokonczonego
skryptu z ¢w.1 zapisanego w pliku o nazwie “Lagrange.m”. Przy kopiowaniu, w
linii 11 dodawany jest znak spacji ktory nalezy usunac.

Cwiczenie 3.

Korzystajac z funkcji polyval oraz poly fit oblicz i narysuj na wykresie funkcje
interpolujaca wzér f(x) = ﬁ w przedziale < —5,5 > o 13 oraz 17 réwno
oddalonych weztach. Dla ilu weztéw wystapily oscylacje o wigkszej amplitudzie?

1.4 Wielomiany Czebyszewa

Aby wyeliminowaé efekt Rungego nalezy rozmiesci¢ wiegksza ilo$¢ wezléw na
krancach interpolowanego przedzialu. Wezly te najlepiej jest przyjacé jako miej-
sca zerowe wielomianow Czebyszewa. Zagwarantowane jest wtedy zmniejszanie
si¢ maksymalnego bledu interpolacji wraz ze zwigkszaniem ilosci wezldw.

Wielomian T}, (gdzie k to stopien wielomianu Czebyszewa) posiada k réznych
pierwiastkow w punktach

xm:cos(2m+17r>, m=0,1,...,k—1 (6)
2k

Wezly te beda spelnialy oczekiwane rezultaty tylko dla interpolacji w prze-
dziale < —1,1 >. Dla innych przedzialéw wymagane bedzie przeprowadzenie
transformacji liniowej z przedzialu < —1,1 > do innego < a, b >, gdzie a bedzie
najmniejsza warto$cia wezta a b najwicksza dla przeprowadzanej interpolacji.
Dzigki transformacji kazde miejsce zerowe wielomianu Czebyszewa zostaje spro-
wadzone do przedzialu < a,b > z zachowaniem proporcji odpowiednich wartosci



funkcji. Wzér obliczajacy polozenie tych miejsc zerowych przeksztalconych do
przedzialu < a,b > zostal podany ponize;j.

1[ <2m+1

Tm = 5 [cos (=7 ﬂ)(bfa)Jr(bJra)] m=0,1,....,k—1 (7)

Cwiczenie 4.
Napisz funkcje ktora dla podanego zakresu < a,b > oraz stopnia wielomianu
zwroci jego miejsca zerowe przeksztalcone do tego zakresu. Mozesz skorzystaé
z ponizszego listingu odpowiednio wypelniajac linie 4 zgodnie z réwnaniem (7).
Korzystajac z obliczonych za pomoca tej funkcji weztéw przeprowadz interpo-
lacje tej samej funkcji, o takim samym przedziale jak w éwiczeniu 3. Sprawdz
jak wygladaé bedzie wykres funkcji dla 20, 30 wezléw obliczonych za pomoca tej
funkcji w poréwnaniu z réwno oddalonymi weztami.
function x = Czebyszew(a,b,n)
x=ones(n,1);
for i=0:n-1

#TODO ! #

5 endfor

Listing 4: Przeksztalcenie miejsc zerowych wielomianu Czebyszewa

1.5 Aproksymacja w Octave

Do aproksymacji wielomianowej w Octave stosuje sie funkcje poly fit ktéra jako
argumenty przyjmuje wspélrzedne [z, y] wezléw oraz stopienn wielomianu aprok-
symujacego.. Funkcja poly fit zwraca wspotczynniki wielomianu aproksymujace-
go. Aby wyliczy¢ jego wartosci mozna skorzystaé z funkcji polyval ktéra na pod-
stawie wektora wspétczynnikéw wielomianu, oraz wektora argumentéw zwraca
wartosci tego wielomianu. Przykladowe wykorzystanie tych dwéch funkcji dla
f(x) = =223 — 222 + 422 + 90 zostalo podane ponize;.

x = -5:1:6; hwezly

y = -2%x.73 - 2%x.72 + 42xx + 90; Jwartosci w wezlach

pl = polyfit(x,y,1); %wielomainy aproksymujace

p2 = polyfit(x,y,2);

p3 = polyfit(x,y,3);

x2 = linspace(-5,6); %punkty dla ktorych szukana bedzie
%wartosc

plot (x2,polyval (pl,x2)); %obliczenie wartosci w punktach i
%wyswietlenie ich na wykresie

hold on;

plot (x2,polyval(p2,x2));

plot (x2,polyval (p3,x2), x, y,"r*x");

h = legend ("n=1","n=2","n=3","wezly","location",
"northeastoutside") ;

Listing 5: Aproksymacja w Octave

Po wykonaniu powyzszego listingu wyswietlone zostaja na wykresie wyniki
aproksymacji funkcjif(z) = —22% — 222 + 422 + 90 wielomianami stopnia 2,3



oraz 4. Jak widaé¢ wielomian 4 stopnia przechodzi przez wszystkie zaznaczone
wezly wiec jest to juz interpolacja.

Cwiczenie 5*.
Przeksztalé funkcje realizujaca algorytm interpolacji Lagrange’a z listingu 1 tak
aby przyjmowana warto$¢ xi oraz zwracana f mogly by¢ wektorami.

1.6 Interpolacja Newtona

Wzor interpolacyjny Newtona wywodzi sie z podejscia rekurencyjnego do in-
terpolacji. Jesli przez W, (x) oznaczymy wielomian interpolujacy n-tego stopnia
o weztach xg, =1, ..., z, to wielomian interpolujacy posiadajacy dodatkowy
wezel 41, z reszta wezléw réwna wielomianowi W, (z) obliczymy ze wzoru:

Whai(z) = Wy(x) + ez — zo)(x — x1) ... (T — x4); (8)
Ktéry mozemy rozpisaé¢ na:
Whp(z) =co+c1(x —xzo) + -+ el —x0)(@—21) ... (T —2p—1)  (9)

lub w stosujac zapis skrétowy:
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W, (z) = ¢ || (x—x5) (10)
i=0 ;=0
Niewiadomymi w tym wzorze sa wspélczynniki cg, c1, . . ., ¢,. Mozna obliczaé
je rekurencyjnie z pomocg réwnan:
Co = Yo (11)
Y1 = Co + cl(xl — wo) (12)
Y2 = co + c1(@2 — @0) + c2(w2 — wo) (w2 — 21) (13)

Z réwnania (11) oblicza sie ¢g, z réwnania (12) ¢; itp. Jednak duzo wydajniej-
szym sposobem jest stworzenie tablicy ilorazéw réznicowych.

Jako, ze dany wspolczynnik ¢; zalezy wylacznie od weztéw xg, 1, ..., 2; i
wartosci w tych wezlach to zaleznosé ta mozemy zapisaé¢ nastepujaco:

C; :f[l'(),l'l,...,fﬂi] (14)
gdzie flxg,x1,...,x;] jest ilorazem réznicowym wezléw zg, 21, . .., Tk.

Tlorazy réznicowe zerowego oraz pierwszego rzedu zapisujemy w nastepujacy
sposdb:

flzo]l = vo (15)

flzo, 1] = f(@1) = f(zo) (16)

1 — To



llorazy wyzszych rzedow oblicza si¢ rekurencyjnie stosujac wzér podobny do
obliczenia ilorazu rzedu pierwszego czyli réwnania (16). Dokladny wzdr zostal
pokazany ponize;j.

f[xi+17xi+27 s 7xi+j] — f[x%xi-‘rh s 7:Ei+j—1]

xi+j — X;

flei, iy, @] = (17)

Obliczone w ten sposéb ilorazy zapisujemy za pomoca tablicy. Jej przykla-
dowa postaé dla weztéw xg, x1, x2, 3 oraz wartosciach w tych weztach ozna-
czonych jako yo, y1, y2, y3 wyglada nastepujaco:

Tabela 1: Sposéb wypelniania tablicy ilorazéw réznicowych
zo | flzo] | flzo,z1]  flwo,w1,m2]  flz0,71,72,73]

w1 | f(z1) | fler,w2]  flog, 22, 23]

zy | f(@2) | floa, x3]

z3 | f(x3)

Zaznaczone kolorem elementy tablicy sg szukanymi wspotczynnikami c. Przy-
kladowe wypelnienie tablicy ilorazéw réznicowych oraz sposéb budowy wie-
lomianu interpolacyjnego zostat pokazany ponizej. Jako wezly przyjeto = =
[1,3,5] oraz y = [2,6, 18].

Tabela 2: Tablica ilorazéw dla przyktadowych danych

Xy

11 2 EZQ B:l
3—1 5—1
18 -6

316 — =6
5—3

5|18

Obliczone wspélczynniki to ¢ = 2,¢1 = 2,¢o = 1. Podstawiajac je to réw-
nania (10) otrzymujemy funkcje interpolacyjna.

fl@)=242(x—-1)4+ (x—1)(z —3) (18)
Aby sprawdzié¢ ten wzor podstawiamy do niego wezly.

F)=2420-1)+(1-1)(1-3) =2
f3)=242B3-1)+(3-1)(3-3)=6
f5)=2+26-1)+(B-1)(5-3)=18

Jak widaé¢ spelnione sa warunki interpolacji.



Cwiczenie 6*.

Napisz funkcje function f = Newton(z, y, xi) obliczajaca warto$é zi funkeji
interpolacyjnej o weztach x,y zbudowanej na podstawie algorytmu Newtona.
Pierwszym krokiem powinno byé zbudowanie tablicy ilorazéow réznicowych w
macierzy. Nastepnie nalezy wyciagnaé z niej elementy bedace wspélczynnikami
oraz obliczy¢ wartosé funkeji interpolacyjnej zgodnie ze wzorem (9)
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