Metody numeryczne - Laboratorium 3
Uktady rownan liniowych

Uwaga: Instrukcje dotyczace przebiegu zaje¢ laboratoryjnych zawarte sa w
czedci 2 tego dokumentu.

1 Czesé¢ teoretyczna
e metody Sciste

— wzory Cramera
— metody eliminacyjne:

* metoda eliminacji Gaussa
* metoda Gaussa-Jordana

— metody dekompozycyjne:

x rozktad LU przy pomocy eliminacji Gaussa
* metoda Gaussa-Doolittle’a

* metoda Gaussa-Crouta
*

metoda Choleskiego (Choleskiego-Crouta/Banachiewicza,/pierwiastkoéw
kwadratowych) (dla macierzy symetrycznych)

e metody iteracyjne (przyblizone)
— metoda Jacobiego (iteracji prostej)
— metoda Gaussa-Seidla
— in.

Na zajeciach bedziemy rozwazaé problem znalezienia rozwigzania ponizszego
uktadu réwnan liniowych (URL)
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1.1 Metody bezposrednie
1.1.1 Metoda eliminacji Gaussa

W celu przedstawienia metody eliminacji Gaussa zapiszmy uklad (2) w postaci
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gdzie wartosci a; ,, 1 to wyrazy wolne, ktére odpowiadajg wartosciom b; z réw-
nania (2), natomiast . Jesli a;; # 0 mozna odjaé pierwsze réwnanie pomnozone
przez a;1/a11 od pozostalych réwnan (i = 2,3,...,n). Otrzyma si¢ wtedy uklad
zredukowany, w ktérym wszystkie elementy pierwszej kolumny ponizej pierw-
szego wiersza beda zerami:
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agjl-) = aE?) — Zé;agg), 1=2,3,...,n,5=2,3,...,n.

W kolejnym kroku (o ile a%) # 0), odejmujemy drugie réwnanie ukladu
(5) pomnozone przez ag)/agg od réwnan 3,4,...,n. Uzyskuje si¢ wtedy drugi
uktad zredukowany:
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Wykonujac analogiczne przeksztalcenia dla nizej potozonych wierszy, po n—1
krokach otrzyma si¢ uktad z macierzg tréjkatna goérna:
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Uogdlniajac, uktad (7) otrzymuje sie tworzac tzw. macierz rozszerzona A,
uktadu (2) powstala poprzez polaczenie macierzy A i wektora wyrazéw wol-
nych b (Ay = [Ab],,n+1). Nastepnie na macierzy tej dokonuje si¢ serii prze-
ksztalcen (zastepowanie wierszy poprzez ich kombinacje liniowe), w taki sposéb,
aby zerowadé kolejne elementy macierzy ponizej przekatnej gtéwnej, tzn. zgodnie
ze Wzorem:
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k=1,2,...,n—1
j=k+1,...,n+1
i=k+1,...,n

Po otrzymaniu ukladu (7) rozwiazanie mozna uzyskaé¢ dokonujac redukeji
wstecznej. Wartos¢ x,, wyznaczamy bezposrednio z ostatniego réwnania ukltadu
(7): zpn = cn/tun. Wtedy w pozostalych réwnaniach n-ta kolumne mozemy
przenies¢ na prawa strone réwnania, zmniejszy¢ rozmiar URLdon—1xn—11
ponownie w tatwy sposéb obliczyé niewiadoma x,_1. Schemat ten powtarzamy,
az do uzyskania wszystkich szukanych wartosci.

Dane: A, b, N
Wyniki: Ur
Ur «— [Ab];
for k — 1to N —1do

if A(k,k) =0 then
return error;

end if

for j — k+1to N+ 1do
for i — k+ 1 to N do

Ur(i, §) = Ur(i, j) — gegesd - Ur(k, §);

end for
end for
end for

Algorytm 1: Metoda eliminacji Gaussa

Dane: Ur, N
Wyniki: x
x+—0;
for i «— N to 1 do
S <20
for j —i¢+1to N do
S — S+ Ur(i, ) - (3);
end for
o)  TrEnty=S,
end for

Algorytm 2: Redukcja wsteczna




Powyzsze dziatania mozna zapisaé jako:

_ (n=1), (n-1)
Tn = an,n-{-l/ann
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1.1.2 Metoda Gaussa-Jordana

W eliminacji Gaussa zerujemy tylko elementy ponizej (lub powyzej) przekatne;
gléwnej macierzy. Modyfikacja powyzszego algorytmu polegajaca na zerowa-
niu zaréwno elementéw ponizej jak i powyzej przekatnej prowadzi do metody
Gaussa-Jordana. Metoda ta ma te przewage nad zwykla eliminacja Gaussa, ze
nie jest potrzebna redukcja wsteczna w celu uzyskania rozwigzania. Macierz
uktadu jest przeksztatcana do macierzy jednostkowej, a rozwiazanie otrzymuje
sie niejako ’automatycznie’ w ostatniej kolumnie macierzy A, (wektor wyrazéw
wolnych).

W kazdym k-tym kroku wykonywania algorytmu Gaussa-Jordana, k-ty wiersz

macierzy A, jest dzielony przez element a,(jgl). Nastepnie wiersz ten pomno-

Z(-?) jest odejmowany od kazdego i-tego wiersza (i # k), tak aby
wyzerowaly sie wszystkie elementy k-tej kolumny poza elementem lezacym na
przekatnej gtowne;j.

Tak wiec, przeksztalcenie ukladu réwnan (4) w pierwszym kroku tej metody
daje uktad postaci:
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W kolejnym kroku drugie réwnanie dzielimy obustronnie przez ag? iod -
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tego wiersza (i = 1, 3,...,n) odejmujemy wiersz drugi pomnozony przez a,’.

W ten sposéb otrzyma sie uktad:
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W koncu, po n — 1 krokach eliminacji uklad jest przeksztalcany do postaci
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gdzie prawa strona uktadu jest rozwiazaniem.
Algorytm metody Gaussa-Jordana mozna opisaé¢ nastepujaco:

e Utwoérz macierz rozszerzona A, dla ukladu Ax =b
e Dla kazdego k-tego wiersza (k= 1,2,...,n) macierzy A,:

— Dla kazdej j-tego elementu k-tego wiersza, podziel j-ty element przez
element A, (k, k)

k k), (k
j= 1,2,....n+1
— Dla kazdego i-tego (i = 1,2,...,n, i # k ) wiersza
Dlaj=1,2,...,n+1
k—1
)\‘ _ a’z('k )
N
ajy " (13)
agf) = agffl) — )\a,(clfl)

1.1.3 Rozklad LU, metoda Gaussa-Doolittle’a

Innym sposobem na rozwigzanie URL sg metody dekompozycyjne. Opieraja
si¢ one na przeksztalceniu macierzy A na iloczyn dwoch macierzy tréjkatnych:
dolnej L (ang. lower) oraz gérnej U (ang. upper):

A=LU (14)
Aby rozklad byl jednoznaczny zaklada sie, ze wszystkie elementy przekatnej

macierzy L lub U sa réwne 1 (metoda Gaussa-Doolittle’a lub Gaussa-Crouta).
Uwzgledniajac (14) w (3) otrzymuje sie

LUz = (15)

W ten sposob rozwiazanie URL mozna podzielié¢ na 2 etapy. W pierwszej kolej-
nosci rozwiazuje sig

Ly=b=y=L""b (16)
a nastepnie

Ur=y=>2z=U"ly (17)

Rozktad LU przy pomocy metody Gaussa-Doolittle’a opisuja ponizsze wzory:

i—1
uij:aij_zlikukj dla j=14i+1,...,n
k=1
1 i—1
lji_uii<aij§ljkuki> dla j=i+1,i+2,...,n
1=1,2,....n



Dane: n, (a;;)
Wyniki: 1;;, ugj
for k£ «— 1 to n do
g <— 1
for j — k ton do
Ukj — Qgj — Z:le lgsUsj

end for
for i — k+1 to N do

k—1
lik = (aik 725:1 lisUsk)/ukk
end for
end for

Algorytm 3: Rozklad LU przy pomocy metody Gaussa-Doolittle’a

1.1.4 Wybér elementéw podstawowych

We wszystkich powyzszych metodach istnieje mozliwosé wystapienia zerowych,
lub bardzo malych elementéw na przekatnej macierzy A, co jest powodem nie-
stabilnoéci numerycznej algorytmu. Dlatego tez w praktyce stosuje sie ich zmo-
dyfikowane wersje. Mianowicie zaklada si¢, ze w kazdej iteracji do eliminacji
elementéw wybiera sie element o najwiekszej co do modutu wartosci (ang. pi-
voting). Wyréznié mozna dwa sposoby wyboru

e wybor czeSciowy elementu podstawowego — polega na wyszukiwaniu przed
kazdym k-tym krokiem eliminacji zmiennych najwickszego co do modutu
elementu sposrod elementéw znajdujacych sie ponizej k-tej kolumny. Po
ustaleniu numeru r réwnania, w ktérym ten element wystepuje, wiersz o
numerze r zamieniany jest miejscem z wierszem o numerze k. Czynno-
$ci przestawiania wierszy musi towarzyszy¢ zmiana znakéw w dowolnym
sposrod przestawianych réownan, jesli wyznacznik macierzy wspotczynni-
kéw ukladu powstalego w wyniku przestawiania wierszy ma by¢ rowny
wyznacznikowi macierzy wspotczynnikow ukltadu wyjsciowego.

e wybdr pelny elementu podstawowego — w k-tym kroku wyszukiwany jest
najwiekszy co do modulu element w calej macierzy |[...]. Po ustaleniu nu-
meru r wiersza i numeru s kolumny nastepuje przestawienie wiersza o
numerze r z wierszem o numerze k, a nastepnie kolumny o numerze s z
kolumng o numerze k. Liczba przestawien wierszy i kolumn jest zapamie-
tywana i uwzgledniana przy obliczaniu wyznacznika macierzy wspélczyn-
nikéw.



1.2 Metody iteracyjne
1.2.1 Metoda Jacobiego (metoda iteracji prostej)
Przeksztalémy uklad (1) do postaci:

T, = ¢ + disres + ... 4+ dipTn
To = ¢3 4+ doix1 + .+ dopzn
(18)
Tn = Cp + dpz1 + dn;xg +
gdzie
¢ =bifay dla i=1,2,...n (19)
dij = —aij/a; dla i=1,2,..,nj=1,2,...,n;i#j
Przyjmujac:
c1 0 di2 ... din
C=| 2 |orazD= dar 0 dan (20)
o oy dy .. 0
uktad (18) mozna zapisaé¢ macierzowo
x=C+ Dz (21)
Na podstawie ostatniego rownania konstruowany jest ciag przyblizen
2 ) = ¢ + Dz (22)

gdzie za poczatkowy wektor z° jest dowolny, najczeéciej przyjmuje sie 2° = C.
Moéwiac inaczej, (k + 1)-sze przyblizenie i-tej niewiadomej ukladu réwnan
mozna obliczy¢ przy pomocy

(k)
LD bi = DGy i G ¥
7

23
27 (23)
Jako warunku konczacego wykonywanie iteracji mozna uzy¢ np:

n
Z |x§k+1) - xﬁ’“)l < tol (24)

i=1

lub §

Z |BZ(-’€) — b;| < tol, gdzie b*) = Az® (25)

i=1

gdzie tol — zadana dokladno$c.



Warunkiem koniecznym zbieznosci ciggu kolejnych przyblizen jest:

Nie{1,2,...n}| @i > Z s (26)
=L
lub
Nje{i,2,...ntlajz] > Z ;] (27)
i=1,i#j

Macierz wspoélczynnikéw ukladu (3) mozna wyrazié¢ w postaci sumy:
A=L+D+U (28)

gdzie macierze L, D i U sa ponizszej postaci

x ok ok k% 00 0 0 O * 0 0 0 O 0 * x *x *

x ok ok ok ok * 00 0 O 0 = 0 0 O 0 0 x *x =x

* % % x x[=1|x %x 0 0 O[+]0 0 = O O[+]|0 O O =x =«

* ok ok ok ok * x x 0 0 00 0 % O 0 0 0 0 =«

I * x x x 0 0 0 0 0 =« 0 0 0 0O
(29)

Postugujac si¢ ponizsza notacja mozna zapisa¢ metode Jacobiego nastepu-

jaco:
x*& ) — D YL+ U)x® + Db (30)

1.3 Metoda Gaussa-Seidla

Przyspieszenie zbieznosci tego prostego procesu iteracyjnego mozna uzyskaé po-
przez wykorzystanie w kazdej (k 4 1)-ej iteracji nowoobliczonych wartosci wek-
tora x, zamiast wartosci z poprzedniej iteracji jak to ma miejsce w metodzie
Jacobiego. Uzyskuje sie w ten sposéb metode Gaussa-Seidla, ktéra mozna wy-
razi¢ macierzowo:

x* ) = (D + L)"'b — (D + L)~ 1Ux® (31)

lub réwnowaznie w postaci wzoru dla pojedynczego elementu poszukiwanego
wektora:

1—1 n
1
o =0 = 3 el 3 agal b | = o0 (32)
®o\j=1,i>1 j=1

w ktorym czeé¢ odpowiadajaca elementowi rgk) mozna interpretowac jako po-

prawke wprowadzana w celu ulepszenia rozwigzania otrzymanego w poprzednim
kroku iteracyjnym.



Tabela 1: Funkcje implementujace operacje na macierzach

Funkcja Opis

det(A) wyznacznik macierzy

cond(A) wskaZnik uwarunkowania macierzy
norm(A, ) norma macierzy

inv(A) macierz odwrotna

A"-1

pinv(A) pseudoinwersja macierzy

lu(A) rozklad LU macierzy

chol(A) rozktad Choleskiego

eig(A) wartosci wlasne

qr(A) rozktad QR macierzy

1.4 Metoda SOR

Okazuje sie, ze jesli biezaca poprawke we wzorze (32) przemnozy sie dodatko-
wo przez pewien parametr mozna uzyska¢ dodatkowe przyspieszenie procesu
iteracyjnego

1—1 n

(k+1) _ (k) (k) _ (k) w (k+1) (k)

x; =z, twr, =a; — | 15 _>1aij9:j + E 'aijxj —b; | (33)
j=1, j=i

co mozna zapisa¢ macierzowo:
x* ) — (D 4+ wL) "} (wb — (WU + (w — 1)D)x®)) (34)

Parametr w jest nazywany parametrem relaksacji, a sama metoda nosi nazwe
metody kolejnych nadrelaksacji (ang. succesive overrelaxation - SOR). Udowod-
niono, ze zbiezno$¢ procesu iteracyjnego jest zapewniona pod warunkiem, ze

€ (0,2). W przypadku gdy w = 1 metoda SOR oczywiscie upraszcza sie do
metody Gaussa-Seidla.

1.5 Octave/Matlab i URL

W programach typu Matlab istnieje pokazna biblioteka funkcji umozliwiaja-
cych szereg zaawansowanych operacji na macierzach i wektorach, dzigki czemu,
w wielu wypadkach zbedne jest pisanie wlasnych procedur. Ich czesé wraz z
krétkim opisem zawiera Tabela (1).
Zgodnie z teorig, do rozwigzania URL zapisanego w postaci Ax = b w pro-
gramie Matlab/Octave mozna postuzyé sig¢ poleceniem
>> x =inv(A) * b

lub
> x=A"-1*b



W praktyce zalecane jest uzywanie lewostronnego operatora dzielenia
> x=A\b

poniewaz powyzsze dzialanie jest o wiele szybsze, niz rozwiazywanie URL po-
przez jawne odwracanie macierzy.
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1.6 Zadanie

W programie Octave zapoznaj sie z dzialaniem i sposobami wywolywania po-
nizej podanych funkcji:

e size
e sum
e triu

e diag

2 Cwiczenia

W czasie zaje¢ bedziemy szukaé rozwigzania uktadu réwnan liniowych postaci:

3r1 + To — r3 = 6
—xr1 + bdry — r3 = 10 (35)
2:171 + 41‘2 —+ 82173 = 2

1. Utwérz skrypt main.m, a w nim zdefiniuj zmienne A i b bedace odpowiednio
macierza wspélczynnikéw i wektorem wyrazéw wolnych ukladu (35).

2. Rozwiaz powyzszy uklad réwnan przy pomocy operatora lewostronnego
dzielenia (rozwiazaniem sa liczby calkowite).

3. Na podstawie algorytméw 1 i 2 napisz (w oddzielnym pliku) funkcje roz-
wiazujaca URL przy pomocy metody eliminacji Gaussa bez wyboru ele-
mentu podstawowego. Postaé jej wywolania to:

[x, Ur] = f_gauss(A,Db)
gdzie A — kwadratowa macierz wspotczynnikéw, b — wektor wyrazéw wol-

nych, x — wektor szukanych (rozwigzanie URL), Ur — macierz rozszerzona
ukltadu przeksztalcona do macierzy tréjkatnej gornej.

Uwaga: Macierz Ur utworzona zgodnie z algorytmem 1 nie bedzie macie-
173 7 zerami ponize]j przekatnej gtéwnej (elementéw tych nie wykorzystuje
sie na dalszym etapie obliczen).

Uwaga 2: Przed rozpoczeciem gléwnej petli algorytmu redukceji wstecznej
wektor x nalezy odpowiednio zainicjalizowaé (x to nie skalar, tylko wektor
zerowy o 1 kolumnie i n wierszach, gdzie n to stopiefi macierzy A).

Uwaga 3: W Octave operator == to nie to samo co =.

Uwaga 4 (Dla tych, ktérzy uzyli funkcji size to okreslenia stopnia ma-
cierzy): Prosze zwraci¢ uwage na to co zwraca ta funkcja w zaleznosci od
podanych parametréw wejsciowych i wyjsciowych (— help size).

4. Wewnatrz skrypu main.m wywolaj napisang przez siebie funkcje f_gauss
na rzecz zmiennych A, b. Poprawno$¢ funkcji mozna sprawdzié¢ poréwnujac
jej wynik z rozwiazaniem otrzymanym w zad. 2.

11



10.

11.

Dokonaj rozktadu macierzy A na macierze tréjkatna dolna i gérng przy po-
mocy funkcji programu Matlab/Octave 1u. Postaci wywolania tej funkcji
mozna sprawdzi¢ wpisujac help lu w linii polecen.

Na podstawie algorytmu 3 zaimplementuj rozktad LU przy pomocy me-
tody Gaussa-Doolittle’a bez wyboru elementu podstawowego. Wywotanie
funkcji powinno wygladaé nastepujaco:

[L, U] = f_gauss_doolittle(A)

Sprawdz poprawnos¢ zaimplementowanej przez siebie funkcji poréwnujac
zwrocony przez nig wynik z rezultatem wywotania funkeji [L,U]=1u(A).

Napisz funkcje £ _gauss_jordan na podstawie algorytmu opisanego w roz-
dziale 1.1.2 (wzory (12),(13) ). Posta¢ jej wywolania to:

[x] = f_gauss_jordan(A,b)

gdzie A - kwadratowa macierz wspolczynnikéw, b - wektor wyrazow wol-

nych, z - wektor szukanych (rozwiazanie URL).

(Dla zaawansowanych) Przepisz funkcje f_gauss, f_gauss_jordan oraz
f_jacobi, tak aby obliczenia wykonywaé na calych wierszach (operator :),
a nie na kazdym elemencie wiersza z osobna.

(Dla zaawansowanych) Sprébuj rozwiazaé za pomoca napisanej przez sie-
bie funkcji f_gauss uklad réwnan liniowych Ax = b, gdzie

11 2 1
A= 11 1 ],b= 2
-2 1 3 -3
1
Jego rozwiazaniem jest wektor z = 2 |. Co jest powodem blednego
-1

dziatania funkcji? Uzupelnij algorytm o czes¢ implementujaca wybodr cze-
$ciowy elementu podstawowego, tak by funkcja dawata poprawny rezultat.

Napisz funkcje rozwiazujaca URL przy pomocy metody iteracji prostej
(rozdzial 1.2.1 — wzory (22) albo (23) albo (30)). Jej deklaracja powinna
wygladaé:

[xx, kk] = f_jacobi(A,b, kmax, tol)

gdzie A — kwadratowa macierz wspotczynnikéw, b — wektor wyrazéw wol-
nych, k_max - maksymalna ilo§¢ iteracji, tol — zadana dokladnos¢ rozwia-
zania. xx — wektor szukanych (rozwigzanie URL), kk — numer iteracji na
ktorej zakonczono obliczenia.

Uwaga: Ze wzgledu na prostote implementacji, zalecanym sposobem jest

wykorzystanie wzoru (30) (dzieki czemu tatwo bedzie mozna zmodyfikowaé
funkcje celem implementacji kolejnych metod, por. wzory (31) i (34)).

12



12.

13.

14.

15.

W takim przypadku przydatne beda funkcje diag, triu, tril, w celu
rozkladu macierzy A wg wzoru (28).

Rozwiaz uktad réwnan z zadania 1 przy pomocy funkcji £_jacobi . Czy ten
uklad réwnan spelnia warunki zbiezno$ci metody iteracji prostej? Podaj
przyktad takiego URL, dla ktérego metoda Jacobiego bedzie rozbiezna.
Sprawdz dziatanie swojej metody dla tego przyktadu.

Korzystajac z podanych wzoréw zaimplementuj metody iteracyjne Gaussa-
Seidla i SOR.

Dobierz eksperymentalnie optymalna warto$¢ parametru relaksacji w me-
todzie SOR dla uktadu réwnan (35).

Podpowiedz: Potraktuj w jako parametr i wywoluj funkcje SOR dla
roznych parametréw. Zapisanie liczby iteracji potrzebnych na uzyskanie
zbieznosci dla kazdej wartosci w pozwoli odcezytaé (przyblizona) optymal-
na warto$¢ z wykresu ( plot(omega, liczba iteracji) ).

Pobierz pliki zgodnie z instrukcjami prowadzacego. Otworz funkcje generujMacierz.m.

Funkcja dla zadanego parametru n generuje macierz o rozmiarach n? x n?

0 ponizszej strukturze:

[ 4 -1 0 -1 07
-1 4 -1
0 -1 4 -1
(36)
-1 4 -1 0
o . .o—-1 4 -1
. 0 - -1 .- 0 —1 4 |

Wywolaj te funkcje w linii polecen dla niewielkich wartosci n. Tego typu
macierze powstaja w sposéb naturalny w przypadku dyskretyzacji dwu-
wymiarowych zagadnien opisywanych rownaniem rézniczkowym Laplace’a
lub Poissona metoda réznic skonczonych.

W skrypcie dodaj linie z kodem:

n =20 ;

M = generujMacierz(n) ; % nie zapomnij o $redniku!

x = ones(length(M),1) ; b = M*x ;

S = sparse(M) % zwr6é uwage na sposéb przedstawiania S
size(M)

size(S)

sizeof (M) % Uwaga: rozmiar zmiennej podawany w bajtach
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16.

17.
18.

19.

20.

sizeof (8)
nnz(S)
spy (8)

Macierze M i S beda macierzami o tych samych wartosé¢ ale beda zapamie-
tywane jako pelna i rzadka. Sprawdz rozmiar tych macierzy, ilosé¢ pamieci
potrzebnej na przechowywanie jednej i drugiej zmiennej, oraz liczbe ele-
mentéw niezerowych. Jaki procent macierzy to elementy niezerowe?

Poréwnaj zbiezno$é metod iteracyjnych napisanych przez Ciebie (iteracji
prostych, Gaussa-Seidla, SOR) oraz dwéch najpopularniejszych obecnie
metod — metod przestrzeni Krylowa: CG, GMRES, wykorzystanych do
rozwigzania uktadu

Mx=b

gdzie, M bedzie macierza wygenerowana przy pomocy funkcji z zadania
15, a wektor b bedzie wynikal z przyjetego wektora rozwiazania.

Rzu¢ okiem na kody funkcji f_cg oraz f_gmres.

Poréwnaj czas rozwiazywania zagadnienia w przypadku uzycia macierzy
MiS:

tic; xx = M\b ; toc

tic; xx = S\b ; toc

Jakie wnioski sie nasuwaja?

Poréwnaj czas rozwiazywania zagadnienia funkcjami ww. metodami, a
rozwigzaniem poprzez uzycie lewostronnego operatora dzielenia.

Jakie wnioski sie nasuwaja?

Wartosci wlasne/ wektory wlasne ...
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