
Методи нумеричнi - Лабораторна робота 3
Уклади лiнiйних рiвнянь

Увага:Iнструкцiї що стосуються перебiгу лабораторних занять складенi
в частинi 2 цього документа.

1 Теоритична частина
• Стислi методи

– зразки Cramera

– вибiрковi методи:

∗ метод лiквiдацiї Gaussa
∗ метод Gaussa-Jordana

– декомпозицiйнi методи:

∗ розклад LU за допомогою лiквiдацiї Gaussa
∗ метод Gaussa-Doolittle’a
∗ метод Gaussa-Crouta
∗ метод Choleskiego (Choleskiego-Crouta/Banachiewicza/корiнь

квадратний) (для семетричної матрицi)

• методи iтерацiйнi (наближенi)

– метод Jacobiego (iteracji prostej)

– метод Gaussa-Seidla

– iнше.

На заняттях ми зважуватимемо проблему знаходження рiшення нижче
згаданого укладу лiнiйних рiвнянь (URL)

a11x1 + a12x2 + . . . + a1nxn = b1
a21x1 + a22x2 + . . . + a2nxn = b2

...
an1x1 + an2x2 + . . . + annxn = bn

(1)
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
a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
...

...
. . .

...
an1 an2 . . . ann

 ·

x1
x2
...
xn

 =

b1
b2
...
bn

 (2)

A x = b (3)

1.1 Безпосереднi методи
1.1.1 Метода лiквiдацiї Gaussa

З метою представлення лiквiдацiї Gaussa запишемо уклад(2) у виглядi
a
(0)
11 a

(0)
12 . . . a

(0)
1n

a
(0)
21 a

(0)
22 . . . a

(0)
2n

...
...

. . .
...

a
(0)
n1 a

(0)
n2 . . . a

(0)
nn

 ·

x1
x2
...
xn

 =

a
(0)
1,n+1

a
(0)
2,n+1
...

a
(0)
n,n+1

 (4)

де вартостi a(0)i,n+1 то вiльнi вирази, якi вiдповiдають вартостям bi з рiвняння
(2), натомiсть . Якщо a11 6= 0 вiдняти перше рiвняння, помножене через
ai1/a11 вiд iнших рiвнянь (i = 2, 3, . . . , n). Отримається тодi редукований
уклад, в якому всi елементи першої колони нижче першого рядка будуть
нулями: 

a
(0)
11 a

(0)
12 . . . a

(0)
1n

0 a
(1)
22 . . . a

(1)
2n

...
...

. . .
...

0 a
(1)
n2 . . . a

(1)
nn

 ·

x1
x2
...
xn

 =

a
(0)
1,n+1

a
(1)
2,n+1
...

a
(1)
n,n+1

 (5)

a
(1)
ij = a

(0)
ij −

a
(0)
i1

a
(0)
11

a
(0)
1j , i = 2, 3, . . . , n, j = 2, 3, . . . , n.

У наступному кроцi (оскiльки a(1)22 6= 0),вiднiмаємо друге рiвняння укла-
ду (5) помножене на a(1)i2 /a

(1)
22 вiд рiвняння 3, 4, . . . , n. Отримується тодi дру-

гий редукований уклад:
a
(0)
11 a

(0)
12 a

(0)
13 . . . a

(0)
1n

0 a
(1)
22 a

(1)
23 . . . a

(1)
2n

0 0 a
(2)
33 . . . a

(2)
2n

...
...

...
. . .

...
0 0 a

(2)
n3 . . . a

(2)
nn

 ·

x1
x2
x3
...
xn

 =

a
(0)
1,n+1

a
(1)
2,n+1

a
(2)
3,n+1
...

a
(2)
n,n+1

 (6)

де a(2)ij = a
(1)
ij −

a
(1)
i2

a
(1)
22

a
(1)
2j , i = 3, . . . , n, j = 3, . . . , n.
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Виконуючи аналогiчнi перетворення для нижче розташованих рядiв, пo
n− 1 кроках отримається уклад з верхньою трикутною матрицею:


a
(0)
11 a

(0)
12 . . . a

(0)
1,n−1 a

(0)
1n

0 a
(1)
22 . . . a

(1)
2,n−1 a

(1)
2n

...
...

...
. . .

...
0 0 . . . a

(n−2)
n−1,n−1 a

(n−2)
2n

0 0 . . . 0 a
(n−1)
nn

 ·

x1
x2
...
x3
xn

 =

a
(0)
1,n+1

a
(1)
2,n+1
...

a
(n−2)
3,n+1

a
(n−1)
n,n+1

 (7)

Узагальнюючи, уклад (7) отримуємо створену так звану розширену мат-
рицю Ar укладу (2) що виникла через сполучення матрицi A i вектора
вiльних виразiв b (Ar = [Ab]nxn+1). Потiм на тiй матрицi робиться серiя
перетворень (замiщання рядiв через їх лiнiйнi комбiнацiї), в такий спосiб,
щоб обнуляти наступнi елементи матрицi нижче головної дiагоналi, тобто
згiдно iз зразком:

a
(k)
ij = a

(k−1)
ij −

a
(k−1)
ik a

(k−1)
kj

a
(k−1)
kk

k = 1, 2, . . . , n− 1
j = k + 1, . . . , n+ 1
i = k + 1, . . . , n

Пiсля отримання укладу (7) розв’язок можна отримати вчиняючи зво-
ротну редукцiю. Вартiсть xn безпосередньо з останнього рiвняння укладу
(7): xn = cn/tnn. Тодi в iнших рiвняннях n- колону можемо перенести на
праву сторону рiвняння, зменшити розмiр URL до n − 1 x n − 1 i знову в
легкий спосiб вирахувати невiдому xn−1. Таку схему повторюємо, поки не
отримаємо всi шуканi вартостi.

Dane: A, b, N
Wyniki: Ur
Ur ← [Ab];
for k ← 1 to N − 1 do

if A(k, k) = 0 then
return error;

end if
for j ← k + 1 to N + 1 do

for i← k + 1 to N do
Ur(i, j) = Ur(i, j)− Ur(i,k)

Ur(k,k) ·Ur(k, j);
end for

end for
end for

Algorytm 1: Метод лiквiдацiї Gaussa

Dane: Ur, N
Wyniki: x
x← 0 ;
for i← N to 1 do
S ← 0
for j ← i+ 1 to N do
S ← S +Ur(i, j) · x(j);

end for
x(i)← Ur(i,n+1)−S

Ur(i,i) ;
end for

Algorytm 2: Зворотна редукцiя
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Вище згаданi дiї можна записати як:

xn = a
(n−1)
n,n+1/a

(n−1)
nn

xi =
1

a
(n−1)
ii

a(i−1)i,n+1 −
n∑

j=i+1

a
(i−1)
ij xj

 dla i = n− 1, n− 2, ..., 1
(8)

1.1.2 Метод Gaussa-Jordana

В лiквiдацiї Gaussa обнуляємо тiльки нiжчi елементи (або вищi) дiагоналi
головної матрицi. Модифiкацiя вище згаданого алгоритму, полягає у обну-
леннi однаково нижнiх i вищих елементiв дiагоналi, веде до методу Gaussa-
Jordana. Метод має перевагу над звичайною лiквiдацiєю Gaussa, не потрiбна
зворотна редукцiя з метою отримання рiшення. Матриця укладу перетво-
рювана до одиничної матрицi, i рiшення отримується в деякiй мiрi ’автома-
тично’ в останнiй колонi матрицi Ar (вектор вiльних виразiв).

У кожному k- кроку виконання алгоритму Gaussa-Jordana, k-рядок мат-
рицiAr подiлениий на елементи a(k−1)kk . Наступний рядок цього помножений
на a(0)i1 є вiднятий вiд кожного i- того рядка (i 6= k), так щоб обнулили всi
елементи k колони поза елементом, лежачим наголовнiй дiагоналi.

Так отже, перетворення укладу рiвнянь (4) по першому кроцi цього ме-
тоду дає уклад постатi:

1 a
(1)
12 . . . a

(1)
1n

0 a
(1)
22 . . . a

(1)
2n

...
...

. . .
...

0 a
(1)
n2 . . . a

(1)
nn

 ·

x1
x2
...
xn

 =

a
(1)
1,n+1

a
(1)
2,n+1
...

a
(1)
n,n+1

 (9)

У наступному кроцi друге рiвняння ми дiлимо двохсторонньо на a(1)22 i
вiд i- рядка (i = 1, 3, . . . , n) вiднiмаємо другий рядок помножений на a(1)i2 .
У такий спосiб отримуємо уклад:

1 0 . . . a
(2)
1n

0 1 . . . a
(2)
2n

...
...

. . .
...

0 0 . . . a
(2)
nn

 ·

x1
x2
...
xn

 =

a
(2)
1,n+1

a
(2)
2,n+1
...

a
(2)
n,n+1

 (10)

Наприкiнцi, по n− 1 кроках лiквiдацiї уклад перетворюваний до постатi
1 0 . . . 0
0 1 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . 1

 ·

x1
x2
...
xn

 =

a
(n)
1,n+1

a
(n)
2,n+1
...

a
(n)
n,n+1

 (11)
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де права сторона укладу є рiшенням.
Алгоритм методу Gaussa-Jordana можна описати наступним чином:

• Утвори розширену матрицю Ar для укладу Ax = b

• Для кожного k-такого рядка (k = 1, 2, . . . , n) матрицi Ar:

– Для кожного j-такого елементу k-того рядка, подiли j-той еле-
мент на елемент Ar(k,k)

a
(k)
kj = a

(k)
kj /a

(k)
kk

j = 1, 2, . . . , n+ 1
(12)

– Для кожного i-такого (i = 1, 2, . . . , n, i 6= k ) рядка
Для j = 1, 2, . . . , n+ 1

λi =
a
(k−1)
ik

a
(k−1)
kk

a
(k)
ij = a

(k−1)
ij − λa(k−1)kj

(13)

1.1.3 Розклад LU, метод Gaussa-Doolittle’a

Iншим способом рiшення URL є декомпозицiйнi методи. Опираються вони
на перетворення матрицi A на добуток двох трикутних матриць: нижньої
L (ang. lower) верхньої U (ang. upper):

A = LU (14)

Щоб розклад був однозначний засновується, що всi елементи дiагоналi мат-
рицi L або U рiвнi 1 (метод Gaussa-Doolittle’a або Gaussa-Crouta).

Зважаючи на (14) i (3) отримуємо

LUx = b (15)

Таким чином розв’язок URL можна подiлити на 2 етапи. В першу чергу
розв’язується

Ly = b⇒ y = L−1b (16)

a потiм
Ux = y ⇒ x = U−1y (17)

Розклад LU за допомогою методу Gaussa-Doolittle’a описується нижче ви-
разом:

uij = aij −
i−1∑
k=1

likukj dla j = i, i+ 1, . . . , n

lji =
1
uii

(
aij −

i−1∑
k=1

ljkuki

)
dla j = i+ 1, i+ 2, . . . , n

i = 1, 2, . . . , n
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Dane: n, (aij)
Wyniki: lij , uij

for k ← 1 to n do
lkk ← 1 ;
for j ← k to n do
ukj → akj −

∑k−1
s=1
lksUsj

end for
for i→ k + 1 to N do
lik → aik −

∑k−1
s=1
lisUsk/ukk

end for
end for

Algorytm 3: Розклад LU за допомогою методу Gaussa-
Doolittle’a

1.1.4 Вибiр основних елементiв

У всiх вищезгаданих методах iснує можливiсть виникнення нульових, або
дуже малих елементiв на дiагоналi матрицiA, що є приводом нестабiльностi
нумеричного алгоритму. Тому також на практицi застосовується їх змоди-
фiкована версiя. Засновується, що в кожнiй iтерацiї до лiквiдацiї елементiв
вибирається елемент з найбiльшою щодо модуля вартiстю (ang. pivoting).
Вирiзнити можна два способи вибору

• частковий вибiр основного елементу - полягає у вишукуваннi перед
кожним k-тим кроком мiнливих лiквiдацiй найбiльшого щодо модуля
елементу з числа елементiв, що знаходяться нижче k-тої колони. Пiсля
установлення номера r рiвняння, в якому цей елемент виступає, рядок
при номерi r замiнюваний є мiсцем з рядком при номерi k. Чинностi
переставлення рядкiв мусить супроводжувати змiна знакiв в довiль-
ному з числа рiвнянь, що переставляються, якщо визначник матрицi
напiвчинник укладу, що виник, в результатi переставлення рядкiв має
бути рiвний визначниковi матрицii факторiв вихiдного укладу.

• повний вибiр основного елементу – в k- кроцi знайдений є найбiльший
щодо модуля елемент в цiлiй матрицi [...]. Пiсля установлення номера
r рядка i номера s колони наступає перестановка рядка при номер i r
з вершем при номерi k, а потiм колони при номерi s з колонами при
номерi k. Число перестановок рядкiв i колон є запам’ятана i врахо-
вується при обчисленнi визначника фiкторiв матрицi.
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1.2 Методи iтерацiйнi
1.2.1 Метод Jacobiego (метод простої iтерацiї)

Змiняємо уклад (1) до постатi:

x1 = c1 + d12x2 + . . . + d1nxn
x2 = c2 + d21x1 + . . . + d2nxn

...
xn = cn + dn1x1 + dn2x2 + . . .

(18)

де

ci = bi/aii dla i = 1, 2, ..., n (19)
dij = −aij/aii dla i = 1, 2, ..., n; j = 1, 2, ..., n; i 6= j

Приймаючи

C =


c1
c2
. . .
c3

 oraz D =


0 d12 . . . d1n
d21 0 . . . d2n
. . .
dn1 dn2 . . . 0

 (20)

уклад (18) можна записати матрично

x = C +Dx (21)

На пiдставi останнього рiвняння сконструйований ряд наближень

x(k+1) = C +Dx(k) (22)

де за початковий вектор x0 довiльний, найчастiше приймається x0 = C.
Кажучи iнакше, (k + 1) приближення i-тiєї невiдомої укладу рiвнянь

можна вирахувати за допомогою

x
(k+1)
i =

bi −
∑n
j=1,j 6=i aij ∗ x

(k)
j

aii
(23)

Як умову кiнцевого виконання iтерацiї можна подати:

•
∑n
i=1 |x

(k+1)
i − x(k)i | < tol, або

•
∑n
i=1 |b̃

(k)
i − bi| < tol, де b̃(k) = Ax(k)

де tol – задана докладнiсть.
Необхiдною умовою збiжностi ряду наступних наближень є:

∧i∈{1,2,...,n}|aii| >
n∑

j=1,j 6=i

|aij | (24)

або

∧j∈{1,2,...,n}|ajj | >
n∑

i=1,i6=j

|aij | (25)
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Таблица 1: Функцiї iмплонтуючi операцiї на матрицях

Функцiя Опис
det(A) визначник матрицi
cond(A) число обумовленостi матрицi
norm(A, ) норма матрицi
inv(A) обернена матриця
A^-1
pinv(A) псевдообернена матриця
lu(A) розклад LU матрицi
chol(A) розклад Choleskiego
eig(A) власнi вартостi
qr(A) розклад QR матрицi

1.3 Octave/Matlab i URL
В програмах типу Matlab iснує показна бiблiотека функцiї можливих розви-
нених операцiй на матрицях i векторах, завдяки чому, у багатьох випадках
зайве є письмо власних процедур. Їх частина разом з коротким описом за-
ключає Таблиця (1).

Згiдно з теорiєю, щодо рiшення URL, записаного у виглядi Ax = b в
програмi Matlab/Octave можна скористатися порадою
>> x = inv(A) * b

або
>> x = A^-1 * b

На практицi рекомендовано є вживання лiвобiчного оператора дiлення
>> x = A \ b

оскiльки вище згадана дiя набагато швидша, нiж розв’язування URL через
явне вiдвертання матрицi.
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1.4 Завдання
В програмi Octave познайомся з дiєю i способами виклику нижче поданих
функцiй:

• size

• sum

• triu

• diag

2 Вправи
Пiд час занять ми шукатимемо рiшення укладу рiвнянь лiнiйних постатей
:

3x1 + x2 − x3 = 6
−x1 + 5x2 − x3 = 10
2x1 + 4x2 + 8x3 = 2

(26)

1. Створи документ main.m, a в ньому сформолюй змiннi A i b що є вiд-
повiдно матрицею факторiв i вектором вiльних виразiв укладу (26).

2. Розв’яжи вище згаданий уклад рiвнянь за допомогою оператора лiво-
бiчного дiлення (рiшенням є цiлi числа).

3. На пiдставi алгоритмiв 1 i 2 напиши (у окремiй папцi) функцiю розв’язку
URL за допомогою методу лiквiдацiї Gaussa без вибору основного еле-
менту. Постать її виклику то:

[x, Ur] = f_gauss(A,b)

де A – квадратна матриця факторiв, b – вектор вiльних виразiв, x –
шуканих (рiшення URL), Ur – розширена матриця укладу, перетворена
до трикутної верхньої матрицi.

Увага: Матриця Ur утворена згiдно з алгоритмом 1 не буде матрицею
з нулями нижче (тих елементiв невикористовується на подальшому
етапi обчислень)дiагоналi.

Увага 2: : Перед початком головного циклу алгоритму зворотньої ре-
дукцiї вектор x належить вiдповiдно започаткувати (x то не скаляр,
тiльки вектор нульовий при 1 колонi i n рядах, де n то ступiнь матрицi
A).

Uwaga 3: У Octave оператор == то не то саме =.

Увага 4 (Для тих, якi ужили функцiю size то визначення ступеня
матрицi): Прошу звернути увагу на те що повертає ця функцiя залеж-
но вiд поданих вхiдних i вихiдних параметрiв (→ help size).
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4. У середнi skrypu main.m виклич написану функцiю f_gauss на користь
змiнних A, b. Коректнiсть функцiї можна перевiрити порiвнюючи її
результат зрiшенням, отриманим в завдан. 2.

5. Зроби розклад матрицi A на матрицi трикутну нижню i вищу за допо-
могоб функцiї програми Matlab/Octave lu. Постатi виклику цiєї функ-
цiї можна перевiрити вписуючи help lu в лiнiї команд.

6. На пiдставi алгоритму 3 zaimplementuj розклад LU за допомогою мето-
ду Gaussa-Doolittle’a без вибору основного елементу. Виклик функцiї
повинен виглядати наступним чином:

[L, U] = f_gauss_doolittle(A)

7. Перевiр коректнiсть заiмплентованої через функцiю, порiвнюючи по-
вернений через неї результат з результатом виклику функцiї [L,U]=lu(A).

8. Напишу функцiю, яка розв’язує URL за допомогою методу простої
iтерацiї (роздiл1.2.1 → зразки (20),(22)). Її декларацiя повинна вигля-
дати:

[xx, kk] = f_jacobi(A,b, k_max, tol)

де A – квадратна матриця векторiв, b – вектор вiльних виразiв, k_max -
максимальна кiлькiсть iтерацiй, tol – докладнiсть розв’язку xx – вар-
тiсть шуканих (розв’язок URL), kk – номер iтерацiї на якiй закiнчено
обчислення.

9. Розв’яжи уклад рiвнянь iз завдання 1за допомогою функцiї f_jacobi.
Чи цей уклад рiвнянь виконує умови збiжностi методу простої iтера-
цiї? Подай приклад такого URL, для якого метод Jacobiego розходи-
тиметься. Перевiр дiю свого методу для цього прикладу.

10. Напиши функцiю f_gauss_jordan на пiдставi алгоритму,описаного в
роздiлi 1.1.2 (зразки (12),(13) ). Постать її виклику тo:

[x] = f_gauss_jordan(A,b)

де A - квадратна матриця факторiв, b - вектор виразiв вiльних, x -
вектор шуканих (рiшення URL).

11. (Для охочих) Перепиши функцiї f_gauss, f_gauss_jordani f_jacobi,
так щоб обчислення виконувались на цiлих рядках (оператор :), не на
кожному елементi рядка окремо.

12. ((Для охочих) Спробуй розв’язати за допомогою написаної собою функ-
цiї f_gauss уклад лiнiйних рiвнянь Ax = b, де

A =

 1 1 2
1 1 1
−2 1 3

 , b =
 1
2
−3


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Його розв’язком є вектор x =

 1
2
−1

. Що є приводом для помилко-

вої дiї функцiї?? Доповни алгоритм про частину, iмплементуючу вибiр
часткового основного елементу, щоб функцiя давала правильний ре-
зультат.
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