Metody obliczeniowe
Laboratorium 2
Rozwigzywanie rownan nieliniowych

Uwaga: Instrukcje dotyczace przebiegu zajeé laboratoryjnych zawarte sa w
czesci 2 tego dokumentu.
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Czes¢ teoretyczna

Metody rozwiazywania réwnan nieliniowych:

metoda bisekeji (polowienia)

regula falsi

metoda siecznych

metoda stycznych (Newtona)

metoda iteracji prostych (iteracje proste Banacha)
metoda Pegaza

metoda Mullera

metoda Brenta (Matlab, Octave — fzero)

iin.

Tabela 1: Rzedy zbieznosci metod
Metoda Rzad
bisekcji
regula falsi

—_

1
siecznych % 1+ \/5) ~ 1.62
Brenta 1.8
Newtona, 2
Eulera 3



http://en.wikipedia.org/wiki/Category:Root-finding_algorithms

1.1 Metoda bisekcji

Metoda ta polega na iteracyjnym wyznaczaniu coraz mniejszych przedzialéw,
co do ktérych mamy pewnosé, ze zawieraja zero funkcji. Zaldézmy, ze dana jest
funkcja f(x), ktéra jest ciagla w przedziale [a,b] i przyjmuje na jego brzegach
wartosci o przeciwnych znakach (f(a)f(b) < 0). W takim przypadku przedzial
[a,b] musi zawieraé¢ pierwiastek funkcji. Za przyblizone rozwiazanie mozemy
uzna¢ punkt lezacy w $rodku przedziatu [a, b], czyli:

a+b
P 1
=2 (1)

W przypadku gdy f(c) = 0 miejsce zerowe zostalo odnalezione. Z reguly
jednak f(c) # 0 i poszukiwania trzeba kontynuowaé. Zero bedzie znajdowaé sie
albo w przedziale [a, ], albo w przedziale [c,b]. Aby wybraé¢ wlasciwy przedzial
wystarczy sprawdzié¢ wartosé funkcji w punkcie c. Jesli f(a)f(c) < 0 kontynu-
ujemy proces w przedziale [a, ¢], jesli f(c)f(b) < 0 oznacza to, ze w nastepnej
iteracji wartos¢ ¢ bedzie trzeba podstawi¢ w miejsce a. Iteracje mozna przerywacé
jesli odnaleziona wartosé f(c) < tol, gdzie tol jest zadana przez nas wartoscia.

Metoda bisekeji jest wolno zbiezna (zbiezno$é jest liniowa), gdyz w ogdle
nie korzysta z informacji jakie daje ksztalt funkcji f(z). Jej niewatpliwa zaleta
jest natomiast to, ze jest pewna. Bisekcja sprawuje sie¢ dobrze, tam gdzie in-
ne (szybsze) metody maja problemy. W obliczeniach numerycznych jest rzadko
uzywana osobno. Za to czesto stosuje sie ja do poczatkowego przyblizenia prze-
dzialu zawierajacego miejsce zerowe funkcji, aby potem skorzystaé z szybszych
metod.

Dane: a, b, M, 4§, €
Wyniki: n,zZ, f(Z)
fa — fla); 1b— f(b);
e«—b—a;
if sgn(fa) = sgn(fb) then
return error;

end if

for n — 1 to M do
e«—e/2;
c—a+e; {c=(a+b)/2}
fe — (e);

if |e] < dor |fc| < ethen
return n, ¢, fc

end if

if sgn(fc) # sgn(fa) then
b—c; fb— fe

else
a ¢ fa«— fc;

end if

end for

Algorytm metody bisekcji zapisany w pseudokodzie.

1.2 Regula falsi

Pierwszym sposobem na to, aby wykorzystaé¢ informacje o ksztalcie funkcji do
przyspieszenia zbieznodci poszukiwania zera jest aproksymacja funkeji f(x) za



(a) (b)

Rysunek 1: (a) metoda bisekcji; (b) - regula falsi

pomoca linii prostej. W metodzie regula falsi, podobnie jak metodzie polowienia
zaczynamy od przedzialtu [a, b], na ktérym spelniony jest warunek f(a)f(b) < 0.
Przyblizona wartoscia pierwiastka w kazdym nastepnym kroku bedzie miejsce
przeciecia osi OX i linii przechodzacej przez punkty (a, f(a)) i (b, f(b)), tzn:

b—a
c=b— ———f(b) ()
f(0) = f(a)
Jesli zero znajduje sie w przedziale [a, ¢] zmienna a pozostawiamy bez zmian
i podstawiamy b = c¢; w przeciwnym przypadku przypisujemy a = ¢, z kolei b
pozostaje takie samo.

Dane: a, b, M, 6, €
Wyniki: n,z, f(Z)
fa — f(a); fb — f(b);
e—b—a;
if sgn(fa) = sgn(fb) then
return error;

end if

for n — 1 to M do
e —e/2;
c—b—(b—a)/(fb— fa)- fb
fe— f(e);

if |e] < § or |fc| < e then
return n, ¢, fc

end if

if sgn(fc) # sgn(fa) then
b—c; fb— fc

else
a—c; fa+— fo

end if

end for

Algorytm regula falsi zapisany w pseudokodzie.




1.3 Metoda siecznych

Podobnie jak w metodzie regula falsi, tak i w tej funkcja f(z) jest aproksy-
mowana linig prosta. Jednak metoda siecznych nie wymaga, aby w kazdej ite-
racji sprawdzaé przedzial, w ktorym znajduje sie pierwiastek. Aby rozpoczaé
algorytm wymagane sa dwa przyblizenia pierwiastka (xg,x1) i nie musi byé
speliony warunek f(xo)f(z1) < 0. Kolejne aproksymowane warto$ci pierwiast-
ka znajdujemy (podobnie jak w powyzszej metodzie) jako miejsce przecigcia
sig osi OX 1i linii przechodzacej przez dwie ostatnie aproksymacje pierwiastka

(xp—1, f(xr—1)) i (@k, f(z))).
Tk — Tk—1

f@r) = f(wr—1)

Dane: x,_1, n, M, J, €
Wyniki: n,z, f(Z)
fn—1 < f(wn71)§ fn — f(wn);
for n «— 1 to M do
Tl = Tn — (Tn — Tn-1)/(fn — fn-1) " fn;
fry1 = f(ﬂcn+1) 5
Tp—1 < Tnj fn—1 < fn;
Ty < Tn41; fn — fot1;
if |zn, —Zn_1] < d or |fn] < e then
return n, x,, fn;
end if
end for

Algorytm metody siecznych zapisany w pseudokodzie.

f(xr) (3)

Th41 = Tk —

1.4 Metoda stycznych/Newtona

W metodzie Newtona jako aproksymacje funkcji f(z) przyjmujemy styczna do
funkcji w zg-tym miejscu. Nastepnym przyblizenie miejsca zerowego jest prze-
ciecie stycznej z osia OX. Minusem takiego podejécia jest to, ze dodatkowo jest
wymagana znajomos¢ pochodnej zadanej funkcji. Metoda ta réowniez nie gwa-
rantuje zbieznosci procesu. Jest ona jednak najszybszg z podstawowych metod
i stad czesto siega sie po nia jako pierwsza. Aby obliczyé¢ k + 1-sze przyblizenie
pierwiastka funkcji f(x) nalezy zastosowaé wzoér:

f(zx)
['(wk)

(4)

Th41 = Tk —

Dane: zg, M, §, €
Wyniki: n,z, f(Z)
Ty — f(20); fn — f(zn);
if |fn| < € then
return 0, n, fn;
end if
for n — 1 to M do
Tnt1 — Tn — fn/f (Tn);
Jrt+1 — f(@nt1);
if |2p41 — x| <dor |fn+ 1] < e then
return n, Tp41, fni1;
end if
Tn <~ Tn41;
fn — fnt1s
end for




(a) (b)

Rysunek 2: (a) metoda siecznych; (b) - metoda stycznych

Algorytm metody stycznych zapisany w pseudokodzie.

W przeciwienstwie do dwbch pierwszych metod, metody siecznych oraz stycz-
nych nie gwarantuja zbieznosci.

1.5 Warunki stopu
1. |@p — Tpo1] < toly AlZpt1 — Tn| 2 |25 — Tn_1
2. grube stopowanie: |z, — x,—1| < tol;

3. grube stopowanie: |f(x,)| < tols

1.6 Funkcje biblioteczne Octave: fzero, roots

W programach Octave/Matlab istnieja dwie funkcje stuzace do znajdywania
miejsc zerowych. Pierwsza z nich to fzero. Implementuje ona metode Brenta-
Dekkera opublikowana w roku 1973, ktéra jest potaczeniem metod bisekcji, siecz-
nych odwrotnej interpolacji kwadratowej. Najprostszym sposobem jej wywola-
nia jest:

>> fzero(fun, x0);

fun jest zadana funkcja, ktérej pierwiastkow poszukujemy. Parametr x0 moze
by¢ wartoscia skalarna (pierwsze przyblizenie) lub tez wektorem dwuelemento-
wym (wtedy elementy wektora musza zawieraé¢ pierwiastek). W tym drugim
przypadku fun(z0(1))- fun(20(2)) musi by¢ mniejsze od zera.

Funkcja



>> roots(c);

oblicza pierwiastki wielomianu, ktérego wspélczynnikami sa elementy wektora
c. Przyktadowo jedli interesuje nas znalezienie zer funkcji #° — 324 4222 — 92 +5
wtedy parametr ¢ jest wektorem postaci: [1 -3 0 2 -9 5].

1.7 Zadanie

W programie Octave zapoznaj sie z dziatlaniem i sposobami wywolywania po-
nizej podanych funkcji:

e eval
e sign
e error

e disp
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Cwiczenia

Wykonaj nastepujace zadania:

1.

Pobierz pliki zgodnie z instrukcjami prowadzacego i zapisz je katalogu o
nazwie Lab2 utworzonym na swoim dysku. Plik main.m bedzie skryptem, z
wnetrza ktérego bedziemy wywolywaé wszystkie pisane przez nas funkcje
i polecenia.

UWAGA: Nie umieszczamy tych plikéw w katalogu gléwnym Octave’al
Aby méc wywolaé pliki zmieniamy katalog biezacy (— Laboratorium 0 —
polecenia cd, pwd, dir).

Napisz funkcje wielomian.m bedaca implementacja wzoru

flz)=a%+2* -3z -3

Przy pisaniu funkcji nalezy uzy¢ operatoréw tablicowego mnozenia czy
potegowania. W przeciwnym przypadku proba jej wywolania dla wektoréw
zwroci btad.

Wywolanie tej funkcji jest umieszczone wewnatrz skryptu main.m.

Jedli funkcja wieloman.m zostanie napisana poprawnie skrypt main.m po-
winien wygenerowaé¢ wykres funkcji f(x) w przedziale < —3,3 >.

Uwaga: Zwrdé uwage na sposob wywolania funkcji wielomian.m. Nie jest
ona wywolywana w skrypcie main.m bezposrednio. Utworzona jest do-
datkowo pomocnicza zmienna fun bedaca funkcja anonimowa. Funkcja
anonimowa fun przyjmuje jeden argument, ktéry jest nastepnie przekazy-
wany do funkcji wielomian. Ten (wydawaloby sie nieco okrezny) sposéb
obliczania wartoéci funkcji wielomian ma te zalete, ze w kolejnych liniach
kodu pozwala na przekazanie funkcji anonimowej fun jako parametr do
funkeji £ bisect (i kolejnych) wylacznie poprzez podanie jej nazwy (a
wiec identycznie jak przekazywane sa do funkcji "zwykle” parametry -
liczby /macierze). Z kolei wewnatrz funkcji f_bisect mozemy korzystaé z
przekazanego parametru fun jakby to byla normalna funkcja (patrz linie
20, 21 w f bisect.m).

. Na podstawie wykresu mozna okresli¢ przedzial izolacji pierwiastka dodat-

niego funkcji f(z). Bedziemy go poszukiwaé przy pomocy metod omdéwio-
nych na wyktadzie. Przedzial ten jest juz zdefiniowany poprzez zmienne
a, b wewnatrz skryptu main.m.

Uzupelnij kod funkcji implementujacej metode bisekcji. Znajduje sie on w
pliku f_bisect.m. Jej wywolanie wyglada nastepujaco:
[y, yc]l = f bisect(fun, a, b, kmax, tol)

gdzie



fun funkcja, dla ktérej szukamy miejsca zerowego

a,b granice przedzialu w ktérym znajduje sie pierwiastek

tol zadana doktadnosé

k_max maksymalna iloé¢ iteracji

c znalezione przyblizenie pierwiastka

ye wartos¢ funkcji dla znalezionego przyblizenia pierwiastka

Miejsca, ktére wymagaja uzupelnienia sa zaznaczone w kodzie tak jak
ponizej:

%h’% TODO >>>

% Obliczenie kolejnego przyblizenia pierwiastka
hc= ..

Dot <<<<

co oznacza, ze lini¢ rozpoczynajaca sie od
hoc=..

nalezy odkomentowac i dokonaé¢ w niej implementacji odpowiedniego wzo-
ru, zgodnego z opisem w linii powyzej.

Uwaga: Znacznik %%%T0D0 >>> wystepuje w pliku f_bisect.m w dwéch
miejscach, czyli edytujemy dwie linie funkcji £ _bisect.m.

W celu uproszczenia algorytmu, jako kryterium stopu zastosowano ostatni
warunek z czesci 1.5.

Zwr6é uwage na sposéb obliczania wartosci funkcji podawanej jako ar-
gument do funkcji f_bisect przy pomocy funkcji bibliotecznej Octave’a
eval. Metoda ta bedzie wykorzystywana podczas pisania kolejnych funk-
cji.

. Poréwnaj stworzona funkcje z pseudokodem algorytmu podanym na wy-
ktadzie.

. Skopiuj plik f_bisect.m i zmien nazwe kopii na f_rfalsi.m. Wzorujac
sie na kodzie metody bisekcji zaimplementuj metode regula falsi.

. Skopiuj plik f_rfalsi.m i zmien nazwe kopii na f_secant.m. Wzorujac
sig na kodzie regula falsi zaimplementuj metode siecznych.

. Skopiuj plik f_secant.m i zmien nazwe kopii na f newton.m. Wzorujac
sie na kodzie metody siecznych zaimplementuj metode stycznych. Funkcje
nalezy zdefiniowaé, tak, aby byla zgodna z jej wywolaniem znajdujacym
sie w ostatniej linii skryptu main.

W przypadku tej metody wymagane bedzie dodatkowo stworzenie funkcji

obliczajacej pochodng funkcji. W main.m do funkcji tej odnosi si¢ zmienna
dfun. Deklarujac dfun wzoruj si¢ na anonimowej funkcji fun.



10.

11.

12.

13.

Poréwnaj zbiezno$é¢ poszczegdlnych metod szukajac miejsca zerowego dla
tych samych parametréw.

Skorzystaj z funkcji oméwionych w punkcie 1.6 (fzero i roots), aby ob-
liczy¢ pierwiastki rownania

23+ 2% -3 -3=0 (5)

Zaproponuj takie dane wejsciowe dla metody stycznych/siecznych, aby dla
funkcji posiadajacej miejsce zerowe w poblizu pierwszych/-ego przyblizenia/-
zen metoda nie byla zbiezna. Jakie cechy funkcji spowodowaly rozbiez-
nosé¢?

Zadanie to mozna wykona¢ modyfikujac przyblizenie poczatkowe dla funk-
¢ji funl lub definiujac inna/ne funkcje/-je w nowym/-wych pliku.

Réwnanie (5) mozna przeksztalcié¢ do postaci, ktéra umozliwia wykorzy-
stanie metody iteracji prostej x = ®(x) na kilka sposobdéw, m.in.:

e N L RN TS

x = j’i?; = (—22+3c+3)3
Zbadaj zbiezno$¢ metody iteracji prostej dla tych wzoréw przyjmujac roz-

ne przyblizenia poczatkowe pierwiastka, np: zg = 1 lub g = 0.1.
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