
Обчислювальнi методи
Лабораторна робота 2

Розв’язування нелiнiйних рiвнянь

Увага: Iнструкцiї що стосуються перебiгу лабораторних занять складенi
є в частинi 2 цього документу.

1 Теоретична частина
Методи розв’язування нелiнiйних рiвнянь:

• метод бiсекцiї

• метод неправдивого положення(превело falsi)

• метод сiчних

• метод дотичних (Ньютона)

• метод iтерацiй простих (Банаха)

• метод Пегаса

• метод Мюллера

• метод Брента (Matlab, Octave → fzero)

• i in.

Таблица 1: Ряди збiжностi методiв
Метод Ряд
бiсекцiї 1
правело falsi 1
сiчних 1

2 (1 +
√

5) ≈ 1.62
Брента 1.8
Ньютона 2
Ейлера 3
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1.1 Метод бiсекцiї
Цей метод полягає на iтерацiйному визначеннi щораз менших промiжок,
що до яких маємо певнiсть, що мiстять нуль функцiї. Закладiмо, що да-
на є функцiя f(x), яка є неперервна в промiжку [a, b] i приймає на його
берегах вартiсть про протележнi знаки (f(a)f(b) < 0). В такому випадку
промiжок [a, b] мусить заключати корiнь функцiї. Наближеним рiшенням
можемо визнати пункт лежачий в серединi промiжка [a, b], тобто:

c =
a+ b

2
(1)

В разi коли f(c) = 0, нульове мiсце було вiдшукано. Однак за прави-
лом f(c) 6= 0 i пошуки треба продовжувати. Нуль знаходитиметься або в
промiжку [a, c], або в промiжку [c, b]. Щоб вибрати вiдповiдний промiжок
вистачить перевiрити вартiсть функцiї в пунктi . Якщо f(a)f(c) < 0, про-
довжуємо процес в промiжку [a, c], якщо f(c)f(b) < 0, означає це, що в
наступнiй iтерацiї вартiсть треба буде пiдставити в мiсце a. Iтерацiю мож-
на перервати якщо знайдено вартiсть f(c) < tol, де tol є заданою через нас
вартiстю.

Метод бiсекцiї є вiльно збiжний(збiжнiсть є лiнiйною), тому що взагалi
не користується iнформацiєю яку дає форма функцiї f(x). Її безсумнiвною
перевагою натомiсть є те, що вона є конкретною. Bisekcja поводиться добре
там, де iншi (швидшi) методи мають проблеми. В обрахунках нумеричних
є особливо рiдковживана. За те часто застосовується вона до початкового
наближення промiжутка заключаючого нульвого мiсця функцiї, щоб потiм
скористатися швидшими методами.

Dane: a, b, M , δ, ε
Wyniki: n,x̃, f(x̃)
fa← f(a); fb← f(b);
e← b− a;
if sgn(fa) = sgn(fb) then

return error;
end if
for n← 1 to M do
e← e/2;
c← a+ e; {c = (a+ b)/2}
fc← f(c);
if |e| < δ or |fc| < ε then

return n, c, fc
end if
if sgn(fc) 6= sgn(fa) then
b← c; fb← fc;

else
a← c; fa← fc;

end if
end for

Алгоритм методу бiсекцiї, записаний в псевдокодi.

1.2 Метод неправдивого положення(правело falsi)
Першим способом на те, щоб використати iнформацiю про вигляд функ-
цiї, до прискорення збiжностi пошуку нуля, є апроксимацiя функцiї f(x) за
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(a) (b)

Рис. 1: (a) Метод бiсекцiї; (b) - правело falsi

допомогою прямої лiнiї. У метода regula falsi, подiбно як методу po lowienia
починаємо вiд промiжка [a, b], на якому здiйснена є умова f(a)f(b) < 0. Наб-
лиженою вартiстю корiня в кожному наступному кроцi буде мiсце переходу
осi ОХ i лiнiї перехiдної через пункти (a, f(a)) i (b, f(b)), tzn:

c = b− b− a
f(b)− f(a)

f(b) (2)

Якщо нуль знаходиться в промiжку [a, c], то змiнну залишаємо без змiн
i пiдставляємо b = c; у протилежному випадку ми приписуємо a = c, у свою
чергу b залишається таке ж.

Dane: a, b, M , δ, ε
Wyniki: n,x̃, f(x̃)
fa← f(a); fb← f(b);
e← b− a;
if sgn(fa) = sgn(fb) then

return error;
end if
for n← 1 to M do
e← e/2;
c← b− (b− a)/(fb− fa) · fb
fc← f(c);
if |e| < δ or |fc| < ε then

return n, c, fc
end if
if sgn(fc) 6= sgn(fa) then
b← c; fb← fc;

else
a← c; fa← fc;

end if
end for

Алгоритм правела falsi, записаний в псевдокодi.
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1.3 Метод сiчних
Подiбно як в методi regula falsi, так i в тiй функцiя f(x), є апроксимована
лiнiєю прямою. Однак метод siecznych не вимагає, щоб в кожнiй iтерацiї
провiряти промiжутку, в якому знаходиться корiнь. Щоб розпочати алгортм
необхiднi є два наближення кореня (x0, x1) i не мусить бути здiйснена умова
f(x0)f(x1) < 0. Наступнi апроксимованi вартостi корiня знаходимо (подiбно
як у вищезгаданому методi) як мiсце перетину осi OX i лiнiї, що проходить
через два останнi апроксимацiї корiня (xk − 1, f(xk − 1)) i (xk, f(xk)).

xk+1 = xk −
xk − xk−1

f(xk)− f(xk−1)
f(xk) (3)

Dane: xn−1, xn, M , δ, ε
Wyniki: n,x̃, f(x̃)
fn−1 ← f(xn−1); fn ← f(xn);
for n← 1 to M do
xn+1 = xn − (xn − xn−1)/(fn − fn−1) · fn ;
fn+1 = f(xn+1) ;
xn−1 ← xn; fn−1 ← fn;
xn ← xn+1; fn ← fn+1;
if |xn − xn−1| < δ or |fn| < ε then

return n, xn, fn;
end if

end for
Алгоритм методу сiчних записаний в псевдокодi.

1.4 Метод дотичних/Ньютона
У методi Ньютона як апроксимацiю функцi f(x), приймаємо дотичною до
функцiї у xk - цьому мiсцi. Наступним, наближення мiсця нульвого, є пе-
ретин дотичної з осьою OX. Мiнусом такого пiдходу є те, що додатково є
необхiдне знайомоство похiдної заданої функцiї. Метод цей також не гаран-
тує збiжностi процесу. Є вон однак найшвидшою з основних методiв. Щоб
облiчити k + 1-ше наближення кореня функцiї f(x), належить застосувати
формулу:

xk+1 = xk −
f(xk)
f ′(xk)

(4)

Dane: x0, M , δ, ε
Wyniki: n,x̃, f(x̃)
xn ← f(x0); fn ← f(xn);
if |fn| < ε then

return 0, xn, fn;
end if
for n← 1 to M do
xn+1 ← xn − fn/f ′(xn);
fn+1 ← f(xn+1);
if |xn+1 − xn| < δ or |fn + 1| < ε then

return n, xn+1, fn+1;
end if
xn ← xn+1;
fn ← fn+1;

end for
Алгоритм методу дотичних записаний в псевдокодi.
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Рис. 2: (a) метод сiчних; (b) - метод стичних

У протилежностi до двох перших методiв, методи сiчних i стичних не
гарантують збiжностi.

1.5 Умови stopu
1. |xn − xn−1| < tol1 ∧ |xn+1 − xn|  |xn − xn−1|

2. grube stopowanie: |xn − xn−1| < tol1

3. grube stopowanie: |f(xn)| < tol2

1.6 Функцiї бiблiотечнi Octave: fzero, roots
У програмах Octave/Matlab iснують двi функцiї якi слугують до знаходжен-
ня мiсць зерових. Перша з них це fzero. Iмплементує вона метод Brenta-
Dekkera, опублiкованого в 1973 роцi, яка є сполученням методiв bisekcji,
siecznych зворотної квадратової iнтерполяцiї. Найпростiшим способом його
виклику є:
>> fzero(fun, x0);

fun є заданою функцiєю, корiнi якої шукаємо. Параметр x0, може бути
вартiстю скалярною (перше наближення) або також вектором двохелемен-
товим (тодi елементи вектора мусять заключати корiнь). У цьому другому
випадку fun(x0(1))· fun(x0(2)) мусить бути менше вiд нуля.

Функцiя
>> roots(c);
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обчислює корiнь многочлену, коефiцiєнтами якого є елементи вектора c.
Наприклад якщо нас цiкавить знаходження нулiв функцiї x5− 3x4 + 2x2−
9x+ 5, тодi параметр c є вектором постатi: [1 -3 0 2 -9 5].

1.7 Завдання
У програмi Octave ознайомся з дiєю i способами виклику нижче поданих
функцiй:

• eval

• sign

• error

• disp
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2 Завдання до виконання
Виконай наступнi завдання:

1. Завантаж файли згiдно з iнструкцiями i збережи їх в каталозi з назвою
Lab2, створеним на своєму диску. Файл main.m буде скриптом, з якого
викликатимемо всi писанi через нас функцiї i команди.

УВАГА: Ми не помiщаємо цi файли в головному каталозi Octave’a!
Щоб могти викликати файли ми змiнюємо поточний каталог (→ Laboratorium
0 → polecenia cd, pwd, dir)

2. Напиши функцiю fun1.m iмплементацiєю зразка

f(x) = x3 + x2 − 3x− 3

При написанню функцiї, слiд ужити оператори табличного множен-
ня чи пiднесення до степеня. У протилежному випадку спроба її ви-
клику для векторiв, поверне помилку. Виклик цiєї функцiї помiщений
усерединi скрипту main.m.

3. Якщо fun1.m буде написаний правельно скрипт main.m повинен гене-
рувати викрес функцiї f(x) в промiжку < −3, 3 >.

4. На пiдставi викресу можна визначити промiжок iзоляцiї корiня додат-
нього, функцiї f(x). Шукатимемо його за допомогою методiв, обгово-
рених на викладi. Промiжок цей вже сформульований через змiннi a,
b усерединi скрипту main.m.

5. Доповни код функцiї, iмплементуючого методу bisekcji. Знаходиться
вiн у файлi f_bisect.m. Її виклик виглядає так
[y, yc] = f_bisect(’fun’, a, b, k_max, tol)

де

fun функцiя, для якої шукаємо нульовi мiсця
a,b границi промiжка, в якому знаходиться корiнь
tol вимагана докладнiсть
k_max максимальна кiлькiсть iтерацiї
c знайдено наближення кореня
yc вартiсть функцiї для знайденого наближення кореня

Мiсця, якi вимагають доповнення, є вiдмiченi в кодi так як нижче:

%%% TODO >>>
% Obliczenie kolejnego przyblizenia pierwiastka
% c = ..
%%%<<<<
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що означає, що лiнiю розпочатою вiд

% c=..

належить розкоментувати i зробити в нiй iмплементацiю вiдповiдного
зразка, сумiсного з описом в лiнiї вище.

Увага: Значник %%%TODO »> виступає в файлi f_bisect.m в двох мiс-
цях, тобто редагуємо двi лiнiї функцiї f_bisect.m .

З метою спрощення алгоритму, як критерiй stopu застосовано останню
умову з частини 1.5.

Зверни увагу на спосiб обчислення вартостi функцiї, що подається
як аргумент до функцiї f_bisect за допомогою функцiї бiблiотечної
eval . Метод той буде використаний пiдчас написання чергових функ-
цiй.

6. Порiвняй створину функцiю з псевдокодом алгоритму, поданим на
лекцiї.

7. Скопiюй файл f_bisect.m i змiни назву копiї на f_rfalsi.m . Дивля-
чись на код методу bisekcji заiмплементуй метод regula falsi.

8. Скопiюй файл f_rfalsi.m i змiни назву копiї на f_secant.m. Дивля-
чись на код regula falsi заiмплементуй метод siecznych.

9. Скопiюй файл f_secant.m i змiни назву копiї на f_newton.m. Дивля-
чись на код regula falsi заiмплементуй метод stycznych. Функцiю слiд
сформулювати так, щоб була сумiсна з її викликом, що знаходиться в
останнiй лiнiї скрипту main.

В разi цього методу необхiдним буде додатково створення функцiї,
обчислюючої похудну функцiї fun1. В main.m функцiя та викликана
як dfun1. (Пам’ятай про змiну цiєї назви, якщо ти назвеш файл з
функцiєю облiчаючою похiдною iнакше нiж dfun1.m).

10. Порiвняй збiжнiсть окремих методiв шукаючи нульовi мiсця для цих
самих параметрiв.

11. Скористайся функцiями, обговореними в пунктi 1.6 (fzero i roots),
щоб обрахувати коренi рiвняння

x3 + x2 − 3x− 3 = 0 (5)

12. Запропонуй такi вхiднi данi, для методу stycznych/siecznych, щоб для
функцiї, що володiє мiсцем нульвим поблизу перших/-ого наближень/-
ення, метод не був збiжний. Якi ознаки функцiї спричинили розбiж-
нiсть.

Завдання то можна виконати модифiкуючи початкове наближення
для функцiї fun1 або визначаючи iншу функцiю в нових файлах.
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13. Рiвняння (5) можна перетворити до постатi, яка уможливлює викори-
стання методу простої iтерацiї x = Φ(x) на кiлька способiв, m.in.:

x = x3+x2−3
3 ; x =

√
−x3 + 3x+ 3;

x = −x3+3
x−3 ; x = (−x2 + 3x+ 3)

1
3

Дослiди збiжнiсть методу простої iтерацiї для цих зразкiв, приймаючи
рiзнi початковi коренi, np: x0 = 1 lub x0 = 0.1.
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