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MNK, metoda Galerkina i metoda kolokacji do
rozwi¡zywania równa« ró»niczkowych

Cel: rozwini¦cie idei aproksymacji f przez u, czyli rozwi¡zywania
problemu:

u = f

na rozwi¡zywanie RRCz, np:

−u′′ + bu = f , u(0) = C , u′(L) = D

Szczególny nacisk poªo»ony na metod¦ Galerkina.



Ogólna posta¢ równania ró»niczkowego

L(u) = 0, x ∈ Ω

Przykªady (dla zagadnie« 1D):

L(u) = d2u

dx2
− f (x),

L(u) = d

dx

(
α(x)

du

dx

)
+ f (x),

L(u) = d

dx

(
α(u)

du

dx

)
− au + f (x),

L(u) = d

dx

(
α(u)

du

dx

)
+ f (u, x)



Ogólna posta¢ warunków brzegowych

B0(u) = 0, x = 0, B1(u) = 0, x = L

Przykªady:

Bi (u) = u − g , warunek Dirichleta

Bi (u) = −αdu
dx

− g , warunek Neumanna

Bi (u) = −αdu
dx

− h(u − g), warunek Robina



Notacja - przypomnienie

ue(x) � rozwi¡zanie ±cisªe (exact solution) równania L(ue) = 0
+ Bi = 0

u(x) � rozwi¡zanie przybli»one

V = span{ψ0(x), . . . , ψN(x)} �przestrze« V o bazie {ψi}i∈Is
Poszukiwane: u ∈ V

Is = {0, . . . ,N} zbiór indeksów

u(x) =
∑

j∈Is cjψj(x)

Iloczyn skalarny: (u, v) =
∫
Ω uv dx

Norma: ||u|| =
√

(u, u)



Sformuªowanie wariacyjne i warunki brzegowe

Nowe zagadnienia:

Sformuªowanie wariacyjne równania ró»niczkowego

Obchodzenie si¦ z warunkami brzegowymi



Metoda residuów

Rozwi¡zuj¡c u = f znany jest bª¡d e = f − u oraz zasady jego
minimalizacji
Rozwi¡zuj¡c L(ue) = f nie znamy ue przez co niemo»liwe jest
oszacowanie bª¦du e = ue − u

Mo»liwe jest tylko oszacowanie bª¦du (nie)speªnienia równania:
residuum R

Wstawiaj¡c u =
∑

j cjψj w L = f otrzymuje si¦ residuum R .

(L(ue)− f = 0, ale L(u)− f ̸= 0 = R)

L(u) = L(
∑
j

cjψj) = R ̸= 0

Cel: minimalizacja R w funkcji {ci}i∈Is (mamy nadziej¦, »e w ten
sposób e równie» b¦dzie maªy)

R = R(c0, . . . , cN ; x)



MNK

Pomysª: minimalizacja

E = ||R||2 = (R,R) =

∫
Ω
R2dx

Je±li minimalizujemy wzgl¦dem {ci}i∈Is to:

∂E

∂ci
=

∫
Ω
2R

∂R

∂ci
dx = 0 ⇔ (R,

∂R

∂ci
) = 0, i ∈ Is

N + 1 równa« i N + 1 niewiadomych {ci}i∈Is



Metoda Galerkina

Pomysª: niech R b¦dzie ortogonalne do V ,

(R, v) = 0, ∀v ∈ V

co jest równowa»ne

(R, ψi ) = 0, i ∈ Is

N + 1 równa« i N + 1 niewiadomych {ci}i∈Is



Metoda residuów wa»onych

uogólnienie metody Galerkina: niech R b¦dzie ortogonalne do
pewnej przestrzeni W , przy czym mo»liwe jest W ̸= V :

(R, v) = 0, ∀v ∈ W

Je±li {w0, . . . ,wN} to baza dla W :

(R,wi ) = 0, i ∈ Is

N + 1 równa« i N + 1 niewiadomych {ci}i∈Is
Metoda residuów z wag¡ wi = ∂R/∂ci daje MNK



Nowe poj¦cia: funkcje testowe i próbne (test functions/trial
functions)

ψj wykorzystywany w
∑

j cjψj - funkcja próbna (f. bazowa)

ψi lub wi wykorzystywana jako waga w metodzie Galerkina to
funkcja testowa (f. wagowa)



Metoda kolokacji
Pomysª: Niech R = 0 w N + 1 punktach obszaru

R(xi ; c0, . . . , cN) = 0, i ∈ Is

Metoda kolokacji to metoda residuów wa»onych gdzie wagi to delty
Diraca

0 =

∫
Ω
R(x ; c0, . . . , cN)δ(x − xi ) dx = R(xi ; c0, . . . , cN)

wªasno±¢ δ(x) :
∫
Ω
f (x)δ(x − xi )dx = f (xi ), xi ∈ Ω
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Zastosowanie metod

Cel:

Podanie przykªadów zastosowania metod: najmniejszych
kwadratów, Galerkina, kolokacji; do rozwi¡zywania zagadnie« 1D z
globalnymi funkcjami bazowymi.



Przykªadowy problem

−u′′(x) = f (x), x ∈ Ω = [0, L], u(0) = 0, u(L) = 0

Funkcje bazowe:

ψi (x) = sin
(
(i + 1)π

x

L

)
, i ∈ Is

Residuum:

R(x ; c0, . . . , cN) = u′′(x) + f (x),

=
d2

dx2

∑
j∈Is

cjψj(x)

+ f (x),

= −
∑
j∈Is

cjψ
′′
j (x) + f (x)



Warunki brzegowe

Poniewa» u(0) = u(L) = 0, nale»y zapewni¢, aby dla wszystkich
f-cji bazowych ψi (0) = ψi (L) = 0. Je±li tak to:

u(0) =
∑
j

cjψj(0) = 0, u(L) =
∑
j

cjψj(L) = 0

znane u: warunek brzegowy Dirichleta

znane u′: warunek brzegowy Neumanna

potrzebne ψi = 0 speªniaj¡ce warunek brzegowy Dirichleta



Metoda najmniejszych kwadratów

(R,
∂R

∂ci
) = 0, i ∈ Is

∂R

∂ci
=

∂

∂ci

∑
j∈Is

cjψ
′′
j (x) + f (x)

 = ψ′′
i (x)

Poniewa»:

∂

∂ci

(
c0ψ

′′
0
+ c1ψ

′′
1
+ · · ·+ ci−1ψ

′′
i−1

+ ciψ
′′
i + ci+1ψ

′′
i+1

+ · · ·+ cNψ
′′
N

)
= ψ′′

i



Metoda najmniejszych kwadratów; URL

(
∑
j

cjψ
′′
j + f , ψ′′

i ) = 0, i ∈ Is

Niewiadome na lewo, dane na prawo:

∑
j∈Is

(ψ′′
i , ψ

′′
j )cj = −(f , ψ′′

i ), i ∈ Is

Co jest równowa»ne URL:

∑
j∈Is

Ai ,jcj = bi , i ∈ Is



Metoda najmniejszych kwadratów; macierz wspóªczynników
i wektor prawej strony

Ai ,j = (ψ′′
i , ψ

′′
j )

= π4(i + 1)2(j + 1)2L−4

∫ L

0

sin
(
(i + 1)π

x

L

)
sin

(
(j + 1)π

x

L

)
dx

=

{
1

2
L−3π4(i + 1)4 i = j

0, i ̸= j

bi = −(f , ψ′′
i ) = (i + 1)2π2L−2

∫ L

0

f (x) sin
(
(i + 1)π

x

L

)
dx



Macierz diagonalna jako wynik ortogonalno±ci funkcji
bazowych

Ortogonalno±¢ � u»yteczna wªasno±¢ funkcji bazowych

L∫
0

sin
(
(i + 1)π

x

L

)
sin

(
(j + 1)π

x

L

)
dx = δij , δij =

{
1

2
L i = j

0, i ̸= j

⇒ (ψ′′
i , ψ

′′
j ) = δij , a wi¦c wyª¡cznie elementy na przek¡tnej ̸== 0,

dzi¦ki czemu z ªatwo±ci¡ mo»na znale¹¢ rozwi¡zanie:

ci =
2L

π2(i + 1)2

∫ L

0

f (x) sin
(
(i + 1)π

x

L

)
dx



Metoda najmniejszych kwadratów; rozwi¡zanie
Rozwi¡zanie przy pomocy sympy dla f (x) = 2:

from sympy import *
import sys

i, j = symbols('i j', integer=True)
x, L = symbols('x L')
f = 2
a = 2*L/(pi**2*(i+1)**2)
c_i = a*integrate(f*sin((i+1)*pi*x/L), (x, 0, L))
c_i = simplify(c_i)
print c_i

ci = 4
L2

(
(−1)i + 1

)
π3 (i3 + 3i2 + 3i + 1)

, u(x) =

N/2∑
k=0

8L2

π3(2k + 1)3
sin

(
(2k + 1)π

x

L

)
ci szybko zanikaj¡: c2 = c0/27, c4 = c0/125 - pierwszy wyraz mo»e by¢

caªkiem niezªym przybli»eniem:

u(x) ≈ 8L2

π3
sin

(
π
x

L

)



Metoda Galerkina

R = u′′ + f :

(u′′ + f , v) = 0, ∀v ∈ V ,

po reorganizacji:

(u′′, v) = −(f , v), ∀v ∈ V

co jest sformuªowaniem wariacyjnym zagadnienia opisanego RRCz

∀v ∈ V jest równowa»ne ∀v ∈ ψi , i ∈ Is , i ostatecznie

(
∑
j∈Is

cjψ
′′
j , ψi ) = −(f , ψi ), i ∈ Is

∑
j∈Is

(ψ′′
j , ψi )cj = −(f , ψi ), i ∈ Is



Metoda Galerkina; rozwi¡zanie

Poniwa» ψ′′
i ∝ −ψi , metoda Galerkinga daje ten sam URL i to

samo rozwi¡zanie (w tym konkretnym przykªadzie) co metoda
najmniejszych kwadratów.



Metoda kolokacji

R = 0 (czyli równanie ró»niczkowe) musi by¢ speªnione w N + 1
punktach:

−
∑
j∈Is

cjψ
′′
j (xi ) = f (xi ), i ∈ Is

To daje URL
∑

j Ai ,j = bi o wspóªczynnikach:

Ai ,j = −ψ′′
j (xi ) = (j + 1)2π2L−2 sin

(
(j + 1)π

xi
L

)
, bi = 2

Niech: N = 0, x0 = L/2, wtedy

c0 = 2L2/π2



Porównanie metod

Rozwi¡zanie ±cisªe: u(x) = x(L− x)

m. Galerkina oraz MNK (N = 0): u(x) = 8L2π−3 sin(πx/L)

m. kolokacji (N = 0): u(x) = 2L2π−2 sin(πx/L).

>>> import sympy as sym
>>> # Computing with Dirichlet conditions: -u''=2 and sines
>>> x, L = sym.symbols('x L')
>>> e_Galerkin = x*(L-x) - 8*L**2*sym.pi**(-3)*sym.sin(sym.pi*x/L)
>>> e_colloc = x*(L-x) - 2*L**2*sym.pi**(-2)*sym.sin(sym.pi*x/L)

>>> # Verify max error for x=L/2
>>> dedx_Galerkin = sym.diff(e_Galerkin, x)
>>> dedx_Galerkin.subs(x, L/2)
0
>>> dedx_colloc = sym.diff(e_colloc, x)
>>> dedx_colloc.subs(x, L/2)
0

# Compute max error: x=L/2, evaluate numerical, and simplify
>>> sym.simplify(e_Galerkin.subs(x, L/2).evalf(n=3))
-0.00812*L**2
>>> sym.simplify(e_colloc.subs(x, L/2).evalf(n=3))
0.0473*L**2
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Zalety caªkowania przez cz¦±ci

Od tej pory rozwi¡zanie równania ró»niczkowego b¦dzie uzyskiwane
poprzez sformuªowanie sªabe otrzymywane w wyniku caªkowania
przez cz¦±ci (zastosowanie tw. Greena)

∫ L

0

u′′(x)v(x)dx = −
∫ L

0

u′(x)v ′(x)dx + [vu′]L0

= −
∫ L

0

u′(x)v ′(x)dx + u′(L)v(L)− u′(0)v(0)

Dlaczego?

Obni»enie wymaga« co do ró»niczkowalno±ci
Pozwala uzyskiwa¢ symetryczne postaci operatorów (m.in.
macierzy)
Uªatwia implementacje warunków brzegowych Neumanna
Standardowe funkcje bazowe na elementach sko«czonych φi

maj¡ nieci¡gªe pochodne na kra«cach elementów przez co
niemo»liwe jest obliczenie dla nich φ′′

i



Sposób post¦powania z niezerowym warunkiem Dirichleta

Niech b¦dzie dany niezerowy warunek Dirichleta, np. u(L) = D

�¡damy ψi (L) = 0 (czyli ψi = 0 w punkcie wyst¦powania
warunku Dirichleta)

Problem: u(L) =
∑

j cjψj(L) =
∑

j cj · 0 = 0 ̸= D - zawsze!

Rozwi¡zanie: u(x) = B(x) +
∑

j cjψj(x)

B(x): funkcja brzegowa speªniaj¡ca warunek Dirichleta

Je±li u(L) = D, nale»y dopilnowa¢, aby B(L) = D

Brak wymaga« co do zachowania B(x) wewn¡trz Ω



Przykªad stworzenia funkcji bazowej dla warunku Dirichleta
z lewej i prawej strony przedziaªu

Warunki Dirichleta: u(0) = C and u(L) = D. Niech B(x) b¦dzie
np.

B(x) =
1
L
(C (L− x) + Dx) : B(0) = C , B(L) = D

u(x) = B(x) +
∑
j∈Is

cjψj(x),

u(0) = B(0) = C , u(L) = B(L) = D



Przykªad stworzenia funkcji bazowej dla jednostronnego
warunku Dirichleta

Warunek Dirichleta: u(L) = D. Niech B(x) b¦dzie równe:

B(x) = D : B(L) = D

u(x) = B(x) +
∑
j∈Is

cjψj(x),

u(L) = B(L) = D



Uwzgl¦dniaj¡c B(x), u ̸∈ V , ale
∑

j cjψj ∈ V

{ψi}i∈Is jest baz¡ przestrzeni V∑
j∈Is cjψj(x) ∈ V

Ale u ̸∈ V !

Dowód: niech u(0) = C i u ∈ V ; dla ka»dego v ∈ V jest
v(0) = C , ale 2u ̸∈ V poniwa» 2u(0) = 2C (zªa warto±¢)

Dla u(x) = B(x) +
∑

j∈Is cjψj(x), (w ogólnym przypadku)
B ̸∈ V oraz u ̸∈ V , ale (u − B) ∈ V poniwa»

∑
j cjψj ∈ V



Notacja stosowana dla sformuªowa« wariacyjnych

Znaczna cz¦±¢ literatury dot. FEM stosuje specjaln¡ notacj¦ je±li
chodzi o sformuªowania wariacyjne

Znajd¹ takie (u − B) ∈ V , »e

a(u, v) = L(v) ∀v ∈ V



Przykªad zastosowania notacji

−u′′ = f , u′(0) = C , u(L) = D, u = D +
∑
j

cjψj

Sformuªowanie wariacyjne (sªabe):

∫
Ω
u′v ′dx =

∫
Ω
fvdx−v(0)C or (u′, v ′) = (f , v)−v(0)C ∀v ∈ V

W zaproponowanej abstrakcyjnej notacji: znajd¹ (u − B) ∈ V
takie, »e

a(u, v) = L(v) ∀v ∈ V

a wi¦c

a(u, v) = (u′, v ′), L(v) = (f , v)− v(0)C



Formy dwuliniowe i liniowe

a(u, v) jest form¡ dwuliniow¡

L(v) jest form¡ liniow¡

Dla form liniowych

L(α1v1 + α2v2) = α1L(v1) + α2L(v2),

Dla form dwuliniowych

a(α1u1 + α2u2, v) = α1a(u1, v) + α2a(u2, v),

a(u, α1v1 + α2v2) = α1a(u, v1) + α2a(u, v2)

W zagadnieniach nieliniowych: Znale»¢ (u − B) ∈ V takie, »e
F (u; v) = 0 ∀v ∈ V



URL zwi¡zany z równaniem wyra»onym w notacji
abstrakcyjnej

a(u, v) = L(v) ∀v ∈ V ⇔ a(u, ψi ) = L(ψi ) i ∈ Is

URL odpowiadaj¡cy powy»szemu równaniu mo»na otrzyma¢
wstawiaj¡c do niego u = B +

∑
j cjψj :

a(B +
∑
j∈Is

cjψj , ψi )cj = L(ψi ) i ∈ Is

Ze wzgledu na liniowo±¢,∑
j∈Is

a(ψj , ψi )︸ ︷︷ ︸
Ai,j

cj = L(ψi )− a(B, ψi )︸ ︷︷ ︸
bi

i ∈ Is



Równowa»no±¢ sformuªowa« wariacyjnych i metod
energetycznych

Je±li a jest symetryczne: a(u, v) = a(v , u), wtedy

a(u, v) = L(v) ∀v ∈ V

jest równowa»ne minimalizacji funkcjonaªu

F (v) =
1
2
a(v , v)− L(v)

dla wszystkich v ∈ V . Czyli

F (u) ≤ F (v) ∀v ∈ V

Sformuªowanie cz¦sto stosowane w pocz¡tkach rozwoju FEM
Wci¡» stosowane w zagadnieniach spr¦»ysto±ci i analizy
dynamicznej struktur mechanicznych
Podej±cie nie tak ogólne jak m. Galerkina (ze wzgl¦du na
wymóg symetryczno±ci a(u, v) = a(v , u))
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Przykªady sformuªowa« wariacyjnych

Cel

Wyprowadzi¢ sformuªowania wariacyjne dla pewnych typów równa«
ró»niczkowych w 1D uwzgl¦dniaj¡cych

zmienne wspóªczynniki

mieszane warunki brzegowe typu Dirichleta i Neumanna

wspóªczynniki nieliniowe



− d

dx

(
α(x)

du

dx

)
= f (x), x ∈ Ω = [0, L], u(0) = C , u(L) = D

wspóªczynnik α(x) zale»ny od zmiennej x

V = span{ψ0, . . . , ψN}
Niezerowy warunek Dirichleta w x = 0 oraz x = L

Z kolei ψi (0) = ψi (L) = 0

a wi¦c dla ka»dego v ∈ V b¦dzie v(0) = v(L) = 0

Rozwi¡zanie problemu -> niech: B(x) = C + 1

L(D − C )x ,
wtedy

u(x) = B(x) +
∑
j∈Is

cjψi (x),



R = − d

dx

(
a
du

dx

)
− f

co zapisane w postaci wariacyjnej:

(R, v) = 0, ∀v ∈ V

lub jawnie:

∫
Ω

(
− d

dx

(
α
du

dx

)
− f

)
v dx = 0, ∀v ∈ V



−
∫
Ω

d

dx

(
α(x)

du

dx

)
v dx =

∫
Ω
α(x)

du

dx

dv

dx
dx −

[
α
du

dx
v

]L
0

Ostatni wyraz prawej strony znika poniewa» v(0) = v(L) = 0



Sformuªowanie wariacyjne

Znale¹¢ (u − B) ∈ V takie, »e∫
Ω
α(x)

du

dx

dv

dx
dx =

∫
Ω
f (x)vdx , ∀v ∈ V

Po zastosowaniu zwi¦zªej notacji:

(αu′, v ′)︸ ︷︷ ︸
a(u,v)

= (f , v)︸ ︷︷ ︸
L(v)

, ∀v ∈ V



Uwzgl¦dniaj¡c

a(u, v) = (αu′, v ′), L(v) = (f , v)

mo»na wygenerowa¢ URL gdzie:

Ai ,j = a(ψj , ψi ) = (αψ′
j , ψ

′
i ) =

∫
Ω
αψ′

jψ
′
i dx =

∫
Ω
ψ′
iαψ

′
j dx =

= a(ψi , ψj) = Aj ,i

bi = (f , ψi )− (αB ′, ψi ) =

∫
Ω
(f ψi − αL−1(D − C )ψ′

i ) dx



Uwzgl¦dnienie zmiennego wspóªczynnika; peªne
wyprowadzenie URL

v = ψi oraz u = B +
∑

j cjψj :

(αB ′ + α
∑
j∈Is

cjψ
′
j , ψ

′
i ) = (f , ψi ), i ∈ Is

Porz¡dkuj¡c skªadniki otrzymuje si¦

∑
j∈Is

(αψ′
j , ψ

′
i )cj = (f , ψi ) + (aL−1(D − C ), ψ′

i ), i ∈ Is

czyli URL dany przez
∑

j Ai ,jcj = bi gdzie

Ai ,j = (aψ′
j , ψ

′
i ) =

∫
Ω
α(x)ψ′

j(x)ψ
′
i (x) dx

bi = (f , ψi ) + (aL−1(D − C ), ψ′
i ) =

∫
Ω

(
f ψi + α

D − C

L
ψ′
i

)
dx



Uwzgl¦dnienie funkcji pochodnej w równaniu i warunku
brzegowym

−u′′(x) + bu′(x) = f (x), x ∈ Ω = [0, L], u(0) = C , u′(L) = E

Nowy problem:

pochodna pierwszego rz¦du u′ w równaniu

warunek brzegowy � wymuszona warto±¢ pochodnej
rozwi¡zania u′: u′(L) = E

Jak post¦powa¢?:

Zakªadamy ψi (0) = 0 ze wzgl¦du na warunek Dirichleta w
x = 0

Wybieramy: B(x) = C (L− x) lub po prostu B(x) = C

Brak wymaga« co do warto±ci ψi (L) (bo brak war. Dir. w
x = L)



Uwzgl¦dnienie funkcji pochodnej w równaniu i warunku
brzegowym, szczegóªy

u = C +
∑
j∈Is

cjψi (x)

Metoda Galerkina: mno»ymy przez funkcj¦ wagow¡ v , caªkujemy
nad Ω, caªkujemy przez cz¦±ci:

(−u′′ + bu′ − f , v) = 0, ∀v ∈ V

(u′, v ′) + (bu′, v) = (f , v) + [u′v ]L0, ∀v ∈ V

[u′v ]L
0
= u′(L)v(L)− u′(0)v(0) = Ev(L) poniewa» v(0) = 0 a

u′(L) = E

(u′, v ′) + (bu′, v) = (f , v) + Ev(L), ∀v ∈ V



Uwzgl¦dnienie funkcji pochodnej w równaniu i warunku
brzegowym, spostrze»enia

(u′, v ′) + (bu′, v) = (f , v) + Ev(L), ∀v ∈ V

Wa»ne spotrze»enia:

Wspóªczynnik wynikaj¡cy z caªkowania przez cz¦±ci, a
dotycz¡cy caªki po brzegu ([u′v ]L

0
) mo»e zosta¢ u»yty do

implementacji warunku Neumanna

Nie uwgzl¦dnienie tego wspóªczynnika jest równoznaczne z
wymuszaniem warunku u′ = 0 (!)

Tego rodzaju warunek brzegowy nazywany jest naturalnym

warunkiem brzegowym (warunek brzegowy speªniany jest w
sposób naturalny)



Uwzgl¦dnienie funkcji pochodnej w równaniu i warunku
brzegowym, notacja uogólniona

Uogólniony zapis problemu:

a(u, v) = L(v) ∀v ∈ V

gdzie dla

(u′, v ′) + (bu′, v) = (f , v) + Ev(L), ∀v ∈ V

mamy

a(u, v) = (u′, v ′) + (bu′, v)

L(v) = (f , v) + Ev(L)



Uwzgl¦dnienie funkcji pochodnej w równaniu i warunku
brzegowym, URL

Wstawiaj¡c u = C +
∑

j cjψj oraz v = ψi do

(u′, v ′) + (bu′, v) = (f , v) + Ev(L), ∀v ∈ V

mo»na otrzyma¢

∑
j∈Is

((ψ′
j , ψ

′
i ) + (bψ′

j , ψi ))︸ ︷︷ ︸
Ai,j

cj = (f , ψi ) + Eψi (L)︸ ︷︷ ︸
bi

, i ∈ Is

Spostrze»enie: Ai ,j tym razem nie jest symetryczna, ze wzgl¦du na
istnienie wyrazu

(bψ′
j , ψi ) =

∫
Ω
bψ′

jψidx ̸=
∫
Ω
bψ′

iψjdx = (ψ′
i , bψj)



Nazewnictwo: warunki brzegowe naturalne i podstawowe

(u′, v ′) + (bu′, v) = (f , v) + u′(L)v(L)− u′(0)v(0)

Przypomnienie: zapomnienie o uwzgl¦dnieniu warunku
brzegowego równowa»ne u′(L) = u′(0) = 0 (chyba, »e
wymuszono war. Dirichleta)
Wymóg warto±ci pochodnej funkcji u′ jest nazywamy
warunkiem naturalnym (ang. natural condition) i jest
uwzgl¦dnianiy w równaniu poprzez zwykªe �wstawienie�
warto±ci do równania w postaci wariacyjne
Wymóg warto±ci funkcji u na brzegu wymaga mody�kacji V
(ψi (0) = 0 lub/i odpowiednio ψi (L) = 0 ) i jest nazywany
warunkiem podstawowym (ang. essential boundary condition)

Uwaga:

�atwo zapomnie¢ o uwzgl¦dnieniu warunku brzegowego caªkuj¡c
przez cz¦±ci. W ten sposób pomyªkowo przypisujemy warunek
u′ = 0 na danej cz¦±ci brzegu!



Uwzgl¦dnienie nieliniowego wspóªczynnika

Problem:

−(α(u)u′)′ = f (u), x ∈ [0, L], u(0) = 0, u′(L) = E

V to baza {ψi}i∈Is z ψi (0) = 0 ze wzgl¦du na u(0) = 0

Jak bardzo nieliniowe wspóªczynniki α(u) oraz f (u) wpªywaj¡
na sformuªowanie wariacyjne? (Nie bardzo!)



Uwzgl¦dnienie nieliniowego wspóªczynnika, sformuªowanie
wariacyjne

m. Gal.: przemnó» przez v , scaªkuj, scaªkuj przez cz¦±ci

∫ L

0

α(u)
du

dx

dv

dx
dx =

∫ L

0

f (u)v dx + [α(u)vu′]L0 ∀v ∈ V

α(u(0))v(0)u′(0) = 0 poniewa» v(0)

α(u(L))v(L)u′(L) = α(u(L))v(L)E poniewa» u′(L) = E∫ L

0

α(u)
du

dx

dv

dx
v dx =

∫ L

0

f (u)v dx + α(u(L))v(L)E ∀v ∈ V

lub

(α(u)u′, v ′) = (f (u), v) + α(u(L))v(L)E ∀v ∈ V



Uwzgl¦dnienie nieliniowego wspóªczynnika, kªopoty
spowodowane przez nieliniowo±¢

Brak mo»liwo±ci u»ycia a(u, v) oraz L(v) w abstrakcyjnym
zapisie równania, poniewa» a oraz L staj¡ si¦ nieliniowe

Abstrakcyjny opis w najbardziej ogólnej postaci:
F (u; v) = 0 ∀v ∈ V

Co z URL? -> Otrzymujemy nieliniowy ukªad równa«
algebraicznych

Aby go rozwi¡za¢ musimy skorzysta¢ z iteracji Picarda lub
metody Newtona rozwi¡zywania ukªadów równa« nieliniowych

Mimo wszystko: sformuªowanie wariacyjne niezbyt the
variational formulation was not much a�ected by nonlinearities



1 Podstawy rozwi¡zywania równa« ró»niczkowych

2 Zastosowanie metod

3 U»yteczne przykªady

4 Przykªady sformuªowa« wariacyjnych

5 Przykªady oblicze« r¦cznych

6 Obliczenia przy pomocy elementów sko«czonych

7 Sformuªowanie wariacyjne dla problemów 2D i 3D



Uwzgl¦dnienie warunków Dirichleta i Neumanna

−u′′(x) = f (x), x ∈ Ω = [0, 1], u′(0) = C , u(1) = D

Niech dana b¦dzie baza wielomianów w postaci pot¦gowej
ψi ∼ x i na [0, 1]

Poniewa» u(1) = D: ψi (1) = 0

Mody�kacja bazy: ψi (x) = (1− x)i+1, i ∈ Is
Funkcja uwzgl¦dniaj¡ca war. brzeg.: B(x) = Dx

u(x) = B(x) +
∑

j∈Is cjψj = Dx +
∑

j∈Is cj(1− x)j+1

Sformuªowanie wariacyjne: znale¹¢ (u − B) ∈ V takie, aby

(u′, ψ′
i ) = (f , ψi )− Cψi (0), i ∈ Is



Uwzgl¦dnienie warunków Dirichleta i Neumanna; URL

Uwzgl¦dniaj¡c u(x) = B(x) +
∑

j∈Is cjψj otrzymuje si¦

∑
j∈Is

Ai ,jcj = bi , i ∈ Is

gdzie

Ai ,j = (ψ′
j , ψ

′
i )

bi = (f , ψi )− (D, ψ′
i )− Cψi (0)



Uwzgl¦dnienie warunków Dirichleta i Neumanna; caªkowanie

Ai ,j = (ψ′
j , ψ

′
i ) =

∫
1

0

ψ′
i (x)ψ

′
j(x)dx =

∫
1

0

(i + 1)(j + 1)(1− x)i+jdx

Wybierzmy f (x) = 2:

bi = (2, ψi )− (D, ψ′
i )− Cψi (0)

=

∫
1

0

(
2(1− x)i+1 − D(i + 1)(1− x)i

)
dx − Cψi (0)



Uwzgl¦dnienie warunków Dirichleta i Neumanna; URL 2× 2

�atwo±¢ oblicze« z wykorzystaniem sympy. N = 1 oraz Is = {0, 1}:

(
1 1
1 4/3

)(
c0
c1

)
=

(
−C + D + 1
2/3− C + D

)

c0 = −C + D + 2, c1 = −1,

u(x) = 1− x2 + D + C (x − 1) (±cisªe rozwi¡zanie)



Kiedy rozwi¡zanie numeryczne jest dokªadne?

Niech, poza warunkami brzegowymi Dirichleta, ue le»y w
przestrzeni V , w której poszukiwane jest u (ue − B ∈ V ). Wtedy:

u = B + F , F ∈ V

a(B + F , v) = L(v), ∀v ∈ V

ue = B + E , E ∈ V

a(B + E , v) = L(v), ∀v ∈ V

Odejmuj¡c od siebie równania otrzymuje si¦: a(F − E , v) = 0

z czego wynika, »e:

E = F oraz u = ue



1 Podstawy rozwi¡zywania równa« ró»niczkowych

2 Zastosowanie metod

3 U»yteczne przykªady

4 Przykªady sformuªowa« wariacyjnych

5 Przykªady oblicze« r¦cznych

6 Obliczenia przy pomocy elementów sko«czonych

7 Sformuªowanie wariacyjne dla problemów 2D i 3D



Obliczenia przy pomocy elementów sko«czonych

Problem :

Rozwi¡za¢ problem dany równaniem −u′′(x) = 2,
u(0) = u(L) = 0

Wykorzysta¢ siatk¦ jednorodnych elementów sko«czonych typu
P1

Przedstawi¢ szczegóªy wszystkich etapów oblicze«



Sformuªowanie wariacyjne

Problem w postaci klasycznej:

−u′′(x) = 2, x ∈ (0, L), u(0) = u(L) = 0,

Sformuªowanie wariacyjne:

(u′, v ′) = (2, v) ∀v ∈ V



Sposób post¦powania z warunkami brzegowymi
Poniewa» u(0) = 0 oraz u(L) = 0 nale»y wymusi¢

v(0) = v(L) = 0, ψi (0) = ψi (L) = 0

Wybieramy jako funkcje bazowe funkcje trójk¡tne: ψi = φi ,
i = 0, . . . ,Nn − 1.

Problem: funkcje skrajne nie speªniaj¡ warunków brzegowych
φ0(0) ̸= 0 oraz φNn−1(L) ̸= 0

Rozwi¡zanie: wykluczamy z bazy φ0 oraz φNn−1 i pracujemy na tak
okrojonej bazie:

ψi = φi+1, i = 0, . . . ,N = Nn − 3

Wprowadzaj¡c stosown¡ indeksacje ν(i): ψi = φν(i) otrzymuje si¦:

u =
∑
j∈Is

cjφν(j), i = 0, . . . ,N, ν(j) = j + 1

W przypadku numeracji nieregularnej: tablica ν(j) b¦dzie bardziej
skomplikowana



Obliczenia we wspóªrz¦dnych globalnych; wzory

Ai ,j =

∫ L

0

φ′
i+1(x)φ

′
j+1(x)dx , bi =

∫ L

0

2φi+1(x)dx

Wygodnie jest przeprowadzi¢ reindeksacj¦:

i + 1 → i ,

j + 1 → j

aby otrzyma¢ wzory: φ′
iφ

′
j , zamiast φ′

i+1
φ′
j+1

Ai−1,j−1 =

∫ L

0

φ′
i (x)φ

′
j(x) dx , bi−1 =

∫ L

0

2φi (x) dx



Obliczenia we wspóªrz¦dnych globalnych; szczegóªy

543210

x

Ω(4)Ω(0) Ω(1) Ω(2) Ω(3)

ϕ ′2 ϕ ′3

φ′
i ∼ ±h−1

Ai−1,i−1 = h−22h = 2h−1, Ai−1,i−2 = h−1(−h−1)h = −h−1

oraz Ai−1,i = Ai−1,i−2

bi−1 = 2(
1
2
h +

1
2
h) = 2h



Obliczenia we wspóªrz¦dnych globalnych; URL

1
h


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. . . . . . . . . . . . . . .
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... 0 −1 2 −1

. . .
...

...
. . . . . . . . . . . . 0

...
. . . . . . . . . −1

0 · · · · · · · · · · · · · · · 0 −1 2





c0
...
...
...
...
...
...
...
cN



=



2h
...
...
...
...
...
...
...
2h





Równanie ró»nicowe odpowiadaj¡ce pojedy«czemu równaniu
FEM

Równanie dla i . w¦zªa:

−1
h
ci−1 +

2
h
ci −

1
h
ci+1 = 2h

Poniewa», ci = u(xi+1) ≡ ui+1, równanie dla i − 1. w¦zªa ma
posta¢:

−1
h
ci−2 +

2
h
ci−1 −

1
h
ci = 2h

i jest równowa»ne

−1
h
ui−1 +

2
h
ui −

1
h
ui+1 = 2h



Porównanie FEM i FDM

Równanie FDM dla problemu −u′′ = 2 ma posta¢

− 1
h2

ui−1 +
2
h2

ui −
1
h2

ui+1 = 2

Po pomno»eniu przez h okazuje si¦, »e:

FEM i FDM daj¡ równowa»ne URL w tym zagadnieniu.

(Równania dla w¦zªów brzegowych równie» s¡ w tym przypadku
identyczne)



Obliczenia we wspóªrz¦dnych lokalnych; wzory

Powtórz obliczenia z poprzedniego przykªadu, tym razem
wykonuj¡c obliczenia z perspektywy komórek.
Obliczenia wykonuj komórka po komórce
Ka»de obliczenia wykonuj wykonuj¡c transformacj¦
wspóªrz¦dnych globalnych do wspóªrz¦dnych unormowanych
X ∈ [−1, 1]

A
(e)
i−1,j−1

=

∫
Ω(e)

φ′
i (x)φ

′
j(x) dx =

∫
1

−1

d

dx
φ̃r (X )

d

dx
φ̃s(X )

h

2
dX ,

φ̃0(X ) =
1
2
(1− X ), φ̃1(X ) =

1
2
(1+ X )

dφ̃0

dX
= −1

2
,

dφ̃1

dX
=

1
2

Z reguªy ªa«cuchowej:

dφ̃r

dx
=

dφ̃r

dX

dX

dx
=

2
h

dφ̃r

dX



Obliczenia we wspóªrz¦dnych lokalnych; szczegóªy

A
(e)
i−1,j−1

=

∫
Ω(e)

φ′
i (x)φ

′
j(x) dx =

∫
1

−1

2
h

dφ̃r

dX

2
h

dφ̃s

dX

h

2
dX = Ã

(e)
r ,s

b
(e)
i−1

=

∫
Ω(e)

2φi (x) dx =

∫
1

−1

2φ̃r (X )
h

2
dX = b̃

(e)
r , i = q(e, r), r = 0, 1

Obliczenia nale»y wykona¢ dla indeksów r , s przyjmuj¡cych
wszystkie mo»liwe kombinacje warto±ci 0, 1, obliczaj¡c za ka»dym
razem jeden z elementów lokalnej macierzy oraz wektora:

Ã(e) =
1
h

(
1 −1

−1 1

)
, b̃(e) = h

(
1
1

)
Przykªad:

Ã
(e)
0,1 =

∫
1

−1

2
h

dφ̃0

dX

2
h

dφ̃1

dX

h

2
dX =

2
h
(−1

2
)
2
h

1
2
h

2

∫
1

−1

dX = −1
h



Obliczenia we wspóªrz¦dnych lokalnych; szczegóªy

Elementy skrajne zawieraj¡ jedynie jedn¡ niewiadom¡

Ω(0): warto±¢ w lewym w¦¹le znana, przyczynek tylko od
prawego w¦zªa

Ω(Ne): warto±¢ w prawym w¦¹le znana, przyczynek tylko od
lewego w¦zªa

Dla e = 0 oraz e = Ne :

Ã(e) =
1
h

(
1
)
, b̃(e) = h

(
1
)

Jeden stopie« swobody ("w¦zeª") w skrajnych elementach (r = 0
odpowiada jednemu stopniowi swobody)



Obliczenia we wspóªrz¦dnych lokalnych; assembling

4 elementy typu P1:

vertices = [0, 0.5, 1, 1.5, 2]
cells = [[0, 1], [1, 2], [2, 3], [3, 4]]
dof_map = [[0], [0, 1], [1, 2], [2]] # only 1 dof in elm 0, 3

Kod Pythona wykonuj¡cy assembling macierzy globalnej:

# Ae[e][r,s]: element matrix, be[e][r]: element vector
# A[i,j]: coefficient matrix, b[i]: right-hand side

for e in range(len(Ae)):
for r in range(Ae[e].shape[0]):

for s in range(Ae[e].shape[1]):
A[dof_map[e,r],dof_map[e,s]] += Ae[e][i,j]

b[dof_map[e,r]] += be[e][i,j]

W wyniku powstaje ten sam URL co w przypadku oblicze« we
wspóªrz¦dnych globalnych.



Uniwersalna metoda konstrukcji funkcji speªniaj¡cych
warunki brzegowe - warunek Dirichleta

Stworzenie funkcji B(x) czasem bywa nieªatwe w szczególno±ci
dla problemów 2D oraz 3D

Przy pomocy funkcji bazowych φi , mo»na jednak poda¢
uniwersalny i ogólny sposób jej konstrukcji (!)

Niech

Ib: zbiór indeksów z w¦zªami gdzie u jest znane

Ui : warto±ci funkcji wynikaj¡ca z warunku Dirichleta w w¦¹le
i ., i ∈ Ib

Ogólna posta¢ funkcji B :

B(x) =
∑
j∈Ib

Ujφj(x)



Wyja±nienie

Niech dany b¦dzie warunek Dirichleta u(xk) = Uk , k ∈ Ib:

u(xk) =
∑
j∈Ib

Uj φj(x)︸ ︷︷ ︸
̸=0 tylko dla j=k

+
∑
j∈Is

cj φν(j)(xk)︸ ︷︷ ︸
=0, k ̸∈Is

= Uk



Przykªad: zagadnienie brzegowe z dwoma niejednorodnymi
warunkami Dirichleta; sformuªowanie wariacyjne

−u′′ = 2, u(0) = C , u(L) = D

∫ L

0

u′v ′ dx =

∫ L

0

2v dx ∀v ∈ V

(u′, v ′) = (2, v) ∀v ∈ V



Przykªad: zagadnienie brzegowe z dwoma niejednorodnymi
warunkami Dirichleta; funkcja B

B(x) =
∑
j∈Ib

Ujφj(x)

W tym wypadku Ib = {0,Nn − 1}, U0 = C , UNn−1 = D; ψi s¡
funkcjami zwi¡zanymi z w¦zªami wewn¡trz obszaru φi :

ψi = φν(i), ν(i) = i + 1, i ∈ Is = {0, . . . ,N = Nn − 3}

u(x) = C · φ0 + DφNn−1︸ ︷︷ ︸
B(x)

+
∑
j∈Is

cjφj+1

= C · φ0 + DφNn−1 + c0φ1 + c1φ2 + · · ·+ cNφNn−2



Przykªad: zagadnienie brzegowe z dwoma niejednorodnymi
warunkami Dirichleta; szczegóªy

Wstawmy u = B +
∑

j cjψj do sformuªowania wariacyjnego:

(u′, v ′) = (2, v) ⇒ (
∑
j

cjψ
′
j , ψ

′
i ) = (2− B ′, ψi ) ∀v ∈ V

Ai−1,j−1 =

∫ L

0

φ′
i (x)φ

′
j(x) dx

bi−1 =

∫ L

0

(f (x)φi (x)− B ′(x)φ′
i (x)) dx , B ′(x) = Cφ′

0(x) + Dφ′
Nn−1

(x)

for i , j = 1, . . . ,N + 1 = Nn − 1.

Przyczynki pochodz¡ce od warunków brzegowych - od caªki
−
∫
B ′φ′

i dx : C/h nale»y doda¢ do b0, D/h nale»y doda¢ do bN .



Przykªad: zagadnienie brzegowe z dwoma niejednorodnymi
warunkami Dirichleta; obliczenia we wsp. lokalnych

Obliczenia macierzy lokalnych - jak w poprzednim przykªadzie
Nowa posta¢ lokalnych wektorów prawej strony - dla
pierwszego i ostatniego elementu

Dla pierwszego elementu:

b̃
(1)
0

=

∫
1

−1

(
f φ̃1 − C

2

h

dφ̃0

dX

2

h

dφ̃1

dX

)
h

2
dX =

h

2
2

∫
1

−1

φ̃1 dX − C
2

h
(−1

2
)
2

h

1

2

h

2
· 2 = h + C

1

h
.

Dla ostatniego elementu:

b̃Ne
0

=

∫
1

−1

(
f φ̃0 − D

2

h

dφ̃1

dX

2

h

dφ̃0

dX

)
h

2
dX =

h

2
2

∫
1

−1

φ̃0 dX − D
2

h

1

2

2

h
(−1

2
)
h

2
· 2 = h + D

1

h
.



Sposoby mody�kacji URL

Metoda 1: uwzgl¦dnij warto±ci war. Dir. poprzez funkcj¦ B(x)
i za»¡daj ψi = 0 na brzegu Dirichleta

Metoda 2: zrezygnuj z B(x), zrezygnuj z warunków na ψi ,
wygeneruj URL tak jakby warunku Dirichleta nie byªo i dopiero
wykonaj stosowne mody�kacje bezpo±rednio na URL

Metoda 2: zawsze wybieraj ψi = φi dla wszystkich i ∈ Is :

u(x) =
∑
j∈Is

cjφj(x), Is = {0, . . . ,N = Nn − 1}

Interesuj¡cy sposób uwzgl¦dniania warunku Dirichleta

Wszystkie Warto±ci u (równie» te na brzegu Dirichleta) mo»na
traktowa¢ jako niewiadome (wymagaj¡ce obliczenia).



Mody�kacja URL; ukªad w postaci oryginalnej

−u′′ = 2, u(0) = 0, u(L) = D

Macierz w postaci identycznej jakby warunku Dirichleta nie byªo:

1
h



1 −1 0 · · · · · · · · · · · · · · · 0

−1 2 −1
. . .

...

0 −1 2 −1
. . .

...
...

. . . . . . . . . 0
...

...
. . . . . . . . . . . . . . .

...
... 0 −1 2 −1

. . .
...

...
. . . . . . . . . . . . 0

...
. . . . . . . . . −1

0 · · · · · · · · · · · · · · · 0 −1 1





c0
...
...
...
...
...
...
...
cN



=



h
2h
...
...
...
...
...
2h
h





Mody�kacja URL (wierszy) (obl. we wsp. glob.)

Warunek Dirichleta u(xk) = Uk jest równowa»ny ck = Uk

(poniewa» ck = u(xk))

zast¡pmy pierwszy wiersz równaniem c0 = 0

zast¡pmy ostatni wiersz równaniem cN = D

1
h



h 0 0 · · · · · · · · · · · · · · · 0

−1 2 −1
. . .

...

0 −1 2 −1
. . .

...
...

. . . . . . . . . 0
...

...
. . . . . . . . . . . . . . .

...
... 0 −1 2 −1

. . .
...

...
. . . . . . . . . . . . 0

...
. . . . . . . . . −1

0 · · · · · · · · · · · · · · · 0 0 h





c0
...
...
...
...
...
...
...
cN



=



0
2h
...
...
...
...
...
2h
D





Mody�kacja URL; (obl. we wsp. lokalnych)

Na elemencie 0 znane jest u w w¦¹le lokalnym o indeksie r = 0

->

Wymie«my pierwsze równanie dla tego elementu na c̃0 = 0:

Ã(0) = A =
1
h

(
h 0

−1 1

)
, b̃(0) =

(
0
h

)
Na elemencie Ne znane jest u w w¦¹le lokalnym o indeksie r = 1

->

Wymie«my ostatnie równanie dla tego elementu na c̃1 = D:

Ã(Ne) = A =
1
h

(
1 −1
0 h

)
, b̃(Ne) =

(
h
D

)



Mody�kacja URL z zachowaniem symetrii ukªadu; algorytm

Przedstawiona mody�kacja niszczy symteri¦ macierzy: np.
A0,1 ̸= A1,0

Symetria - po»¡dana wªasno±¢ URL (szczególnie dla zagadnie«
2D i 3D) (szybsze obliczenia, mniejsze obci¡»enie pami¦ci)

Mo»na zmody�kowa¢ URL tak, aby zachowa¢ symteri¦!

Algorytm:

1 Odejmij od prawej strony kolumn¦ i pomno»on¡ przez Ui

2 wyzeruj kolumn¦ i i wiersz i

3 Przypisz warto±¢ 1 do elementu Ai ,i

4 Przypisz bi = Ui



Mody�kacja URL z zachowaniem symetrii ukªadu; przykªad

1
h



h 0 0 · · · · · · · · · · · · · · · 0

0 2 −1
. . .

...

0 −1 2 −1
. . .

...
...

. . . . . . . . . 0
...

...
. . . . . . . . . . . . . . .

...
... 0 −1 2 −1

. . .
...

...
. . . . . . . . . . . . 0

...
. . . . . . . . . 0

0 · · · · · · · · · · · · · · · 0 0 h





c0
...
...
...
...
...
...
...
cN



=



0
2h
...
...
...
...
...

2h + D
h

D





Mody�kacja URL z zachowaniem symetrii ukªadu (wsp.
lokalne)

Mody�kacja z zachowaniem symetrii zastosowana dla macierzy
lokalnej Ã(Ne):

Ã(Ne) = A =
1
h

(
1 0
0 h

)
, b̃(Ne) =

(
h + D/h

D

)



Implementacja warunku Neumanna

Warunek brzegowy Neumanna

Jak uwzgl¦dni¢ u′(0) = C w FEM?

−u′′ = f , u′(0) = C , u(L) = D

ψi (L) = 0 ze wzgl¦du na warunek Dirichleta u(L) = D (lub
mody�kacja samego URL bez wymaga« narzuconych na ψ)

Brak wymaga« co do ψi (0)

Warunek u′(0) = C mo»na uwzgl¦dni¢ jak do tej pory, poprzez
czªon �caªkowo-brzegowy� pochodz¡cy z caªkowania przez
cz¦±ci



Sformuªowanie wariacyjne

Metoda Galerkina:

∫ L

0

(u′′(x) + f (x))ψi (x)dx = 0, i ∈ Is

Caªkowanie u′′ψi przez cz¦±ci:

∫ L

0

u′(x)ψ′
i (x) dx−(u′(L)ψi (L)−u′(0)ψi (0))−

∫ L

0

f (x)ψi (x) dx = 0

u′(L)ψi (L) = 0 poniewa» ψi (L) = 0

u′(0)ψi (0) = Cψi (0) poniewa» u′(0) = C



Metoda 1: Zastosowanie funkcji brzegowej B(x) i usuni¦cie
w¦zªów Dirichleta z URL

ψi = φi , i ∈ Is = {0, . . . ,N = Nn − 2}
B(x) = DφNn−1(x), u = B +

∑N
j=0

cjφj∫ L

0

u′(x)φ′
i (x)dx =

∫ L

0

f (x)φi (x)dx − Cφi (0), i ∈ Is

N∑
j=0

(∫ L

0

φ′
iφ

′
jdx

)
cj =

∫ L

0

(
f φi − Dφ′

Nφi

)
dx − Cφi (0)

for i = 0, . . . ,N = Nn − 2.



Metoda 2: Wykorzystanie wszystkich φi i uwzgl¦dnienie
warunku Dirichleta bezpo±rednio w URL

ψi = φi , i = 0, . . . ,N = Nn − 1 (dla wszystkich w¦zªów)
φN(L) ̸= 0, wi¦c u′(L)φN(L) ̸= 0
Jednak»e czªon u′(L)φN(L) w bN bedzie usuni¦ty w momencie
uwzgl¦dniania warunku Dirichleta bN = D

Mo»na zatem pomin¡¢ czªon u′(L)φi (L)!

Skªadowe u′φi w w¦zªach xi , w których wymuszamy warunek
Dirichleta, mog¡ zosta¢ pomini¦te.

u(x) =

N=Nn−1∑
j=0

cjφj(x)

N=Nn−1∑
j=0

(∫ L

0

φ′
i (x)φ

′
j(x)dx

)
cj =

∫ L

0

f (x)φi (x)dx − Cφi (0)

Trzeba obliczy¢ wszystkie elementy dla i = 0, . . . ,N = Nn − 1, a
nast¦pnie zmody�kowa¢ ostatnie równanie do cN = D.



Wpªyw warunku Neumanna na elementy macierzy A i
wektora b

Dodatkowy czªon Cφ0(0) ma wpªyw jedynie na wektor prawej
strony pierwszego elementu (φ0 = 0 na wszystkich pozostaªych
elementach).

Ã(0) = A =
1
h

(
1 1

−1 1

)
, b̃(0) =

(
h − C
h

)



Algorytm metody elementów sko«czonych

Równanie ró»niczkowe de�niuje caªki sformuªowania wariacyjnego.

Funkcje, które u»ytkownik musi poda¢ na wej±cie programu:

integrand_lhs(phi, r, s, x)
boundary_lhs(phi, r, s, x)
integrand_rhs(phi, r, x)
boundary_rhs(phi, r, x)

(Ponadto potrzebna jest równie» informacja dotycz¡ca siatki
zagadnienia, opisana przy pomocy struktur: vertices, cells, oraz
dof_map.



Pseudokod a'la Python; obliczenia dla elementu
<Declare global matrix, global rhs: A, b>

# Loop over all cells
for e in range(len(cells)):

# Compute element matrix and vector
n = len(dof_map[e]) # no of dofs in this element
h = vertices[cells[e][1]] - vertices[cells[e][0]]
<Declare element matrix, element vector: A_e, b_e>

# Integrate over the reference cell
points, weights = <numerical integration rule>
for X, w in zip(points, weights):

phi = <basis functions + derivatives at X>
detJ = h/2
x = <affine mapping from X>
for r in range(n):

for s in range(n):
A_e[r,s] += integrand_lhs(phi, r, s, x)*detJ*w

b_e[r] += integrand_rhs(phi, r, x)*detJ*w

# Add boundary terms
for r in range(n):

for s in range(n):
A_e[r,s] += boundary_lhs(phi, r, s, x)*detJ*w

b_e[r] += boundary_rhs(phi, r, x)*detJ*w



Pseudokod a'la Python; warunki brzegowe i assembling
macierzy globalnych

for e in range(len(cells)):
...

# Incorporate essential boundary conditions
for r in range(n):

global_dof = dof_map[e][r]
if global_dof in essbc_dofs:

# dof r is subject to an essential condition
value = essbc_docs[global_dof]
# Symmetric modification
b_e -= value*A_e[:,r]
A_e[r,:] = 0
A_e[:,r] = 0
A_e[r,r] = 1
b_e[r] = value

# Assemble
for r in range(n):

for s in range(n):
A[dof_map[e][r], dof_map[e][r]] += A_e[r,s]

b[dof_map[e][r] += b_e[r]

<solve linear system>



1 Podstawy rozwi¡zywania równa« ró»niczkowych

2 Zastosowanie metod

3 U»yteczne przykªady

4 Przykªady sformuªowa« wariacyjnych

5 Przykªady oblicze« r¦cznych

6 Obliczenia przy pomocy elementów sko«czonych

7 Sformuªowanie wariacyjne dla problemów 2D i 3D



Sformuªowanie wariacyjne dla problemów 2D i 3D

Gªówne ró»nice przy przechodzeniu z 1D do 2D/3D

Caªkowanie przez cz¦±ci - uogólnienie wzoru

Inna geometria elementów (cell)



Caªkowanie przez cz¦±ci

Caªkowanie przez cz¦±ci dla zagadnie« wielowymiarowych (wzory
Greena)

−
∫
Ω
∇ · (α(x)∇u)v dx =

∫
Ω
α(x)∇u · ∇v dx −

∫
∂Ω

a
∂u

∂n
v ds

∫
Ω() dx : caªka obszarowa (2D) lub obj¦to±ciowa (3D)∫
∂Ω() ds: caªka krzywoliniowa (2D) lub obszarowa (3D)

∂ΩN : warunki Neumanna −a∂u
∂n = g

∂ΩD : warunki Dirichleta u = u0

v ∈ V musi znika¢ na ∂ΩD (je±li implementujemy metod¦ 1)



Caªkowanie przez cz¦±ci; przykªad

v · ∇u + βu = ∇ · (α∇u) + f , x ∈ Ω

u = u0, x ∈ ∂ΩD

−α∂u
∂n

= g , x ∈ ∂ΩN

Wiadome: α, β, f , u0, oraz g .

Równanie ró»niczkowe drugiego rz¦du: rozwi¡zywalne dla
dokªadnie jednego warunku brzegowego nakªadanego w

ka»dym w¦¹le brzegowym.

Metoda 1 (funkcja brzegowa i ψi = 0 na ∂ΩD) gwarantuje
speªnienie warunku u = u0:

u(x) = B(x) +
∑
j∈Is

cjψj(x), B(x) = u0(x)



Caªkowanie przez cz¦±ci w 1D/2D/3D

Metoda Galerkina: pomnó» przez v ∈ V i scaªkuj nad Ω,

∫
Ω
(v · ∇u + βu)v dx =

∫
Ω
∇ · (α∇u) v dx +

∫
Ω
fv dx

Caªkowanie przez cz¦±ci pierwszej caªki po prawej stronie zgodnie
ze wzorem:

∫
Ω
∇ · (α∇u) v dx = −

∫
Ω
α∇u · ∇v dx +

∫
∂Ω
α
∂u

∂n
v ds,

daje ostatecznie

∫
Ω
(v ·∇u+βu)v dx = −

∫
Ω
α∇u ·∇v dx+

∫
∂Ω
α
∂u

∂n
v ds+

∫
Ω
fv dx



Uwzgl¦dnianie warunku Neumanna w sformuªowaniu
wariacyjnym

Uwaga: v ̸= 0 jedynie na ∂ΩN (poniewa» v = 0 na ∂ΩD):∫
∂Ω
α
∂u

∂n
v ds =

∫
∂ΩN

α
∂u

∂n︸︷︷︸
−g

v ds = −
∫
∂ΩN

gv ds

Ostateczna posta¢ sformuªowania wariacyjnego:

∫
Ω
(v · ∇u+ βu)v dx = −

∫
Ω
α∇u · ∇v dx −

∫
∂ΩN

gv ds +

∫
Ω
fv dx

Równowa»nie w notacji abstrakcyjnej:

(v · ∇u, v) + (βu, v) = −(α∇u,∇v)− (g , v)N + (f , v)

(g , v)N : caªka krzywoliniowa (2D) lub powierzchniowa (3D) nad
∂ΩN .



Etapy wyprowadzenia URL

∀v ∈ V jest zast¦powana przez ψi , i ∈ Is
w sformuªowaniu wariacyjnym uwzgl¦dnij u = B +

∑
j∈Is cjψj ,

B = u0,

Okre±l odwzorowanie indeksów globalnych i , j oraz i (dla
wektora prawej strony)

Oblicz elementy URL
∑

i∈Is Ai ,jcj = bi , i ∈ Is wg wzorów

Ai ,j = (v · ∇ψj , ψi ) + (βψj , ψi ) + (α∇ψj ,∇ψi )

bi = (g , ψi )N + (f , ψi )− (v · ∇u0, ψi ) + (βu0, ψi ) + (α∇u0,∇ψi )



Tranformacja elementu unormowanego w 2D/3D (1)

Chcemy obliczy¢ caªk¦ nad elementem caªkuj¡c we wspóªrz¦dnych
unormowanych.

∫
Ω(e)

α(x)∇φi · ∇φj dx

Odwzorowanie geometrii ze wspóªrz¦dnych lokalnych
(unormowanych) do wspóªrz¦dnych globalnych:

x(X )

gdzie Jakobian przeksztaªcenia J,

Ji ,j =
∂xj
∂Xi



Tranformacja elementu unormowanego w 2D/3D (2)

pod caªk¡ zast¦pujemy dx → det J dX .

Trzeba wyrazi¢ ∇φi przy pomocy indeksacji lokalnej φ̃r ,
i = q(e, r): ∇φ̃r (X )

Potrzeba obliczy¢ ∇x φ̃r (X ) (pochodna wzgl¦dem x)

Mamy tymczasem ∇X φ̃r (X ) (pochodn¡ wzgl¦dem X )

Potrzeba transformowa¢ ∇X φ̃r (X ) do ∇x φ̃r (X )



Tranformacja elementu unormowanego w 2D/3D (3)

Znajdujemy:

∇X φ̃r = J · ∇xφi

∇xφi = ∇x φ̃r (X ) = J−1 · ∇X φ̃r (X )

Transformacja caªki ze wspóªrz¦dnych globalnych do lokalnych:

∫
Ω(e)

α(x)∇xφi ·∇xφj dx =

∫
Ω̃r

α(x(X ))(J−1·∇X φ̃r )·(J−1·∇φ̃s) det J dX



Caªkowanie numeryczne
Caªkowanie numeryczne na unormowanym elemencie (trójk¡cie lub
czworo±cianie)

∫
Ω̃r

g dX =
n−1∑
j=0

wjg(X̄j)

Moduª numint.py zawiera ró»ne kwadratury caªkuj¡ce:

>>> import numint
>>> x, w = numint.quadrature_for_triangles(num_points=3)
>>> x
[(0.16666666666666666, 0.16666666666666666),
(0.66666666666666666, 0.16666666666666666),
(0.16666666666666666, 0.66666666666666666)]
>>> w
[0.16666666666666666, 0.16666666666666666, 0.16666666666666666]

Element trójk¡tny: kwadratury dla n = 1, 3, 4, 7 pozwalaj¡ na
caªkowanie w sposób dokªadny wielamianów stopnia
odpowiednio 1, 2, 3, 4.
Element czworo±cienny: caªkowanie wielomianów stopnia
1, 2, 3, 4 w sposób ±cisªy jest mo»liwe gdy u»yje si¦ kwadratur
stopnia n = 1, 4, 5, 11

{fem_src}/numint.py
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