@ Podstawy rozwigzywania réwnan rézniczkowych



MNK, metoda Galerkina i metoda kolokacji do

rozwigzywania réwnan rézniczkowych

Cel: rozwiniecie idei aproksymacji f przez u, czyli rozwigzywania
problemu:

na rozwigzywanie RRCz, np:

—u"+bu="Ff, u(0)=C, J(L)=D

Szczegdlny nacisk potozony na metode Galerkina.




Ogdlna postac réownania rézniczkowego

2U
£(u) = 55— £,
£ = 5 (b0 ) + 100
L(u) = dix (a(u)ji) — au + f(x),



Ogdlna posta¢ warunkéw brzegowych

Przyktady:
Bi(u)=u-—g, warunek Dirichleta
d
Bi(u) = —ad—z - g, warunek Neumanna
du :
Bi(u) = —a— — h(u — g), warunek Robina



Notacja - przypomnienie

ue(x) — rozwigzanie Sciste (exact solution) réwnania L(ue) =0
+ B;=0

u(x) — rozwiazanie przyblizone

V = span{tyo(x), ..., ¥n(x)} —przestrzen V o bazie {¢;};c7.
Poszukiwane: u e V

Zs = {0, ..., N} zbiér indekséw

u(x) = > jez, G¥j(x)

lloczyn skalarny: (u,v) = [ uvdx

Norma: ||ul| = v/ (u, u)



Sformutowanie wariacyjne i warunki brzegowe

Nowe zagadnienia:

e Sformufowanie wariacyjne réwnania rézniczkowego

@ Obchodzenie sie z warunkami brzegowymi



Metoda residudéw

@ Rozwiazujac u = f znany jest bfad e = f — u oraz zasady jego
minimalizacji

e Rozwigzujac L(ue) = f nie znamy ue przez co niemozliwe jest
oszacowanie btedu e = ue — u

e Mozliwe jest tylko oszacowanie bfedu (nie)spetnienia réwnania:
residuum R

Wstawiajac u = 3, ¢j¢); w L = f otrzymuje sig residuum R.
(L(ue) —f =0, ale L(u) —f #0=R)

L(u) = E(Z i) =R#0

Cel: minimalizacja R w funkcji {ci};c7, (mamy nadzieje, ze w ten
sposéb e réwniez bedzie maty)

R = R(co,...,cn; x)



MNK

Pomyst: minimalizacja

E =|R||*>=(R,R) :/ R2dx
Q

Jesli minimalizujemy wzgledem {c;}; 7 to:

OE OR OR
= [ 2R = R,—)= € 1Ls
P /Q 7 dx=0 < ( 78Ci) 0, ic

N + 1 réwnan i N + 1 niewiadomych {Ci}ieIs



Metoda Galerkina

Pomyst: niech R bedzie ortogonalne do V/,

(R,v)=0, VYveV
co jest réwnowazne

(Rﬂ/ﬁ)zoa i €Zs

N + 1 réwnafi i N + 1 niewiadomych {c;}; 7.



Metoda residuéw wazonych

@ uogdlnienie metody Galerkina: niech R bedzie ortogonalne do
pewnej przestrzeni W, przy czym mozliwe jest W # V:

(R,v)=0, VveW
Jesli {wp, ..., wy} to baza dla W:
(Ryw;) =0, i€l

© N +1réwnani N+ 1 niewiadomych {c;};c7,
e Metoda residuéw z waga w; = OR/Jc¢; daje MNK



Nowe pojecia: funkcje testowe i prébne (test functions/trial

functions)

o 1; wykorzystywany w > ¢ji); - funkcja prébna (f. bazowa)
e 1; lub w; wykorzystywana jako waga w metodzie Galerkina to
funkcja testowa (f. wagowa)



Metoda kolokacji

Pomyst: Niech R =0 w N + 1 punktach obszaru

R(X,';CQ,...,CN):O, i €7

Metoda kolokacji to metoda residuéw wazonych gdzie wagi to delty
Diraca

0= / R(x;co,-..,cn)0(x — xi)dx = R(xi; co, - -, Cn)
Q

wtasnosé §(x) : / f(x)0(x — xp)dx = f(x;), x €Q
Q




© Zastosowanie metod



Zastosowanie metod

Podanie przyktadéw zastosowania metod: najmniejszych
kwadratéw, Galerkina, kolokacji; do rozwiazywania zagadnien 1D z
globalnymi funkcjami bazowymi.




Przyktadowy problem

—u"(x)=f(x), x€Q=][0,L], wu(0)=0, u(L)=0

Funkcje bazowe:

Yi(x) = sin ((I + 1)7r%> , i€ls

Residuum:

R(x; co,--.,cn) = u"(x) + f(x),

d2

JELs

== g (x) + f(x)

J€Ls



Warunki brzegowe

Poniewaz u(0) = u(L) = 0, nalezy zapewnié, aby dla wszystkich
f-cji bazowych v;(0) = v;(L) = 0. Jesli tak to:

u(0) = > Gu(0) = 0. u(l) = 3" (L) =0

@ znane u: warunek brzegowy Dirichleta
@ znane u’: warunek brzegowy Neumanna

@ potrzebne ¢); = 0 spetniajace warunek brzegowy Dirichleta



Metoda najmniejszych kwadratéw

OR

(R787C,'

)=0, i€Zs

gs _ ;CI_ (Z Gl (x) + f(x)) =7 (x)

JELs
Poniewaz:

0
ac (covhg + by + -+ cimatily + i+ iy + oo+ endy) = U7
1



Metoda najmniejszych kwadratéw; URL

O v +f,4f)=0, i€

J
Niewiadome na lewo, dane na prawo:
1 " /i .
Z( i j)CJ':_(fvwi)7 i€Zs
JELs
Co jest réwnowazne URL:

ZA,"J'CJ':b,', i €T
J€TLs



Metoda najmniejszych kwadratéw; macierz wspétczynnikéw

I wektor prawej strony

Aij = (i)
L
:W4(/+1)2(j+1)2r4/0 sin ((i+1)7r%> sin <(j+1)7r%) dx

_ L3R4+ 1)* =
0, i#]j

b = —(f,y)) = (i+1)27r2L2/0L f(x)sin ((i—l—l)ﬂ%) dx



Macierz diagonalna jako wynik ortogonalnosci funkgji

bazowych

Ortogonalnos¢ — uzyteczna wtasnos¢ funkgji bazowych

L
, X 1l i=j
/sm l+1 >S|n<(1+1)7rz) dx = Jjj, (5,-]—{8’ oy
0

= (Y7, 9]) = dj;, a wigc wytacznie elementy na przekatnej #= 0,
dzieki czemu z fatwoscig mozna znalezé rozwiazanie:

¢ = wz(lzinz/: f(x)sin ((i—i—l)ﬂ%) dx



Metoda najmniejszych kwadratéw; rozwigzanie

Rozwiazanie przy pomocy sympy dla f(x) = 2:
from sympy import *

import sys

, j = symbols('i j', integer=True)
, L = symbols('x L")

a*integrate (f*sin((i+1)*pi*x/L), (x, 0, L))

2
2*L/ (pi**2x (1+1)**2)
= simplify(c_i)

12 (-1 +1) ULEE x
=S 2 sin((@k+ 1)ns
SEisrraisn kzo Bk 1" (( * ML)

C,':4

¢; szybko zanikaja: ¢ = ¢p/27, ca = ¢5/125 - pierwszy wyraz moze by¢
catkiem nieztym przyblizeniem:

u(x) =~ ii;sin (7‘(‘%)



Metoda Galerkina

R=u"+f:

(V' +f,v)=0, VYveV,

po reorganizacji:

(u",v)=—(f,v), VveV
co jest sformufowaniem wariacyjnym zagadnienia opisanego RRCz

Vv € V jest réwnowazne Vv € ¢;, i € I, | ostatecznie

(ZCJ _;/7wl):_(f7¢1)7 IGIS

J€ELs

S W] i =—(f1), i€l

JELs



Metoda Galerkina; rozwigzanie

Poniwaz 1)/ o« —1);, metoda Galerkinga daje ten sam URL i to
samo rozwigzanie (w tym konkretnym przyktadzie) co metoda
najmniejszych kwadratéw.



Metoda kolokacji

R = 0 (czyli réwnanie rézniczkowe) musi by¢ spetnione w N + 1
punktach:

To daje URL Zj A;j = b; o wspétczynnikach:

- N 2 2,2 . . Xi o
Aij = —(x) = (j + 127°Lsin ((/+1)7rz), by =2
Niech: N =0, xo = L/2, wtedy

C = 2L2/7['2



Poréwnanie metod

@ Rozwiazanie Sciste: u(x) = x(L — x)
e m. Galerkina oraz MNK (N = 0): u(x) = 8L273sin(mwx/L)
e m. kolokacji (N = 0): u(x) = 2L27~2sin(wx/L).

>>>
>>>
>>>
>>>
>>>

>>>
>>>
>>>

>>>
>>>
0

import sympy as sym

# Computing with Dirichlet conditions: -u''=2 and sines

x, L = sym.symbols('x L")

e_Galerkin = x*(L-x) - 8*L**2*sym.pi**(-3)*sym.sin(sym.pi*x/L)
e_colloc = x*(L-x) - 2*L**2*sym.pi**(-2)*sym.sin(sym.pi*x/L)

# Verify maz error for z=L/2
dedx_Galerkin = sym.diff (e_Galerkin, x)
dedx_Galerkin.subs(x, L/2)

dedx_colloc = sym.diff(e_colloc, x)
dedx_colloc.subs(x, L/2)

# Compute maz error: z=L/2, evaluate numerical, and simplify

>>>

sym.simplify(e_Galerkin.subs(x, L/2).evalf(n=3))

-0.00812*L**2

>>>

sym.simplify(e_colloc.subs(x, L/2).evalf(n=3))

0.0473*L*x*2



© Uzyteczne przyktady



Zalety catkowania przez czesci

Od tej pory rozwigzanie réwnania rézniczkowego bedzie uzyskiwane
poprzez sformutowanie stabe otrzymywane w wyniku catkowania
przez czesci (zastosowanie tw. Greena)

L L
U//XVX X = — U/XV/XX VIJ/L
/0 (x)v(x)d /0 () (x)dx + [
L
= [ Ve R+ 0L~ dO0)

Dlaczego?

@ Obnizenie wymagan co do rézniczkowalnosci

e Pozwala uzyskiwa¢ symetryczne postaci operatoréw (m.in.
macierzy)

e Utatwia implementacje warunkéw brzegowych Neumanna

e Standardowe funkcje bazowe na elementach skoniczonych ;
maja nieciggte pochodne na krancach elementéw przez co
niemozliwe jest obliczenie dla nich ¢”



Sposéb postepowania z niezerowym warunkiem Dirichleta

o Niech bedzie dany niezerowy warunek Dirichleta, np. u(L) = D
Zadamy 9;(L) = 0 (czyli ¥; = 0 w punkcie wystepowania
warunku Dirichleta)

Problem: u(L) =>_; pj(L) = >_;¢; -0 =0 # D - zawsze!
Rozwigzanie: u(x) = B(x) + 3_; ¢jihj(x)

B(x): funkcja brzegowa spetniajaca warunek Dirichleta

Jesli u(L) = D, nalezy dopilnowa¢, aby B(L) =

Brak wymagan co do zachowania B(x) wewnatrz Q



Przyktad stworzenia funkcji bazowej dla warunku Dirichleta

z lewej i prawej strony przedziatu

Warunki Dirichleta: u(0) = C and u(L) = D. Niech B(x) bedzie
np.



Przyktad stworzenia funkcji bazowej dla jednostronnego

warunku Dirichleta

Warunek Dirichleta: u(L) = D. Niech B(x) bedzie réwne:



Uwzgledniajac B(x), u ¢ V, ale . ciy); € V

o {tj};cz. jest baza przestrzeni V

ZjeIs qi(x) € V

Ale u g V!

Dowéd: niech u(0) = C i u € V; dla kazdego v € V jest
v(0) = C, ale 2u ¢ V poniwaz 2u(0) = 2C (zta wartos¢)

Dla u(x) = B(x) + > ez, ¢i¥j(x), (w ogélnym przypadku)
B¢ Vorazu¢gV,ale(u—B) €V poniwaz ) ; cj); € V



Notacja stosowana dla sformutowan wariacyjnych

Znaczna czesC literatury dot. FEM stosuje specjalng notacje jesli
chodzi o sformutowania wariacyjne

Znajdz takie (u— B) € V, ze

a(u,v)=L(v) YvevVv




Przyktad zastosowania notacji

—u"=f, W(0)=C, u(l)=D, u=D+) G
J

Sformutowanie wariacyjne (stabe):

/ u'v'dx :/ fudx—v(0)C or (u',V')=(f,v)—v(0)C VveV
Q Q

W zaproponowanej abstrakcyjnej notacji: znajdz (u— B) € V
takie, ze

a(u,v)=L(v) YveVv

a wiec

a(u,v) = (J,v'), L(v)=(f,v)—v(0)C



Formy dwuliniowe i liniowe

e a(u,v) jest forma dwuliniowa

o L(v) jest formg liniowa

Dla form liniowych

L(Oq vi + 042V2) = alL(vl) + OQL(VQ),
Dla form dwuliniowych

a(layuy + apup, v) = aga(ug, v) + azalug, v),
a(u,aqvi + apvp) = aga(u, vi) + azalu, va)

W zagadnieniach nieliniowych: Znalez¢ (u — B) € V takie, ze
F(u;v)=0VveV



URL zwigzany z réwnaniem wyrazonym w notacji

abstrakcyjne;

a(u,v)=L(v) VeV < a(uvi)=L{4) i€

URL odpowiadajacy powyzszemu réwnaniu mozna otrzyma¢
wstawiajac do niego u = B + > ¢y

a(B+ Y i) =L(vi) i€l
jeTs

Ze wzgledu na liniowos¢,

> a(,vi) ¢ = L) —a(B, i) i€

JETLs

A,',j b;




Réwnowazno$¢ sformutowan wariacyjnych i metod

energetycznych

Jesli a jest symetryczne: a(u,v) = a(v, u

, wtedy

a(u,v)=L(v) YveV

jest réwnowazne minimalizacji funkcjonatu

F(v) = 2a(v,v) — L(v)
dla wszystkich v € V. Czyli

F(u)y < F(v) YveV

e Sformutowanie czesto stosowane w poczatkach rozwoju FEM
@ Wecigz stosowane w zagadnieniach sprezystosci i analizy
dynamicznej struktur mechanicznych

e Podejscie nie tak ogélne jak m. Galerkina (ze wzgledu na
wvmae evmetrveznoéet aln v) = alv 1))



@ Przyktady sformutowar wariacyjnych



Przyktady sformutowan wariacyjnych

Wyprowadzi¢ sformutowania wariacyjne dla pewnych typéw réwnan
rézniczkowych w 1D uwzgledniajacych

@ zmienne wspétczynniki
@ mieszane warunki brzegowe typu Dirichleta i Neumanna

@ wspotczynniki nieliniowe




e wspotczynnik «(x) zalezny od zmiennej x

V = span{vo, ..., ¥n}

Niezerowy warunek Dirichleta w x =0 oraz x = L

Z kolei 1;(0) = ¢;(L) =0

a wiec dla kazdego v € V bedzie v(0) = v(L) =0
Rozwigzanie problemu -> niech: B(x) = C + %(D — O)x,
wtedy

u(x) = B(x) + Y _ (),

J€Ls



co zapisane w postaci wariacyjnej:

(R,v)=0, WYveV

lub jawnie:

d du
/Q <_dx <adx> — f> vdx=0, VYveVv



d du du dv du
—/de <a(x)dx> vdx-/ﬂa(x)dxdxdx— [adxv}

Ostatni wyraz prawej strony znika poniewaz v(0) = v(L) =0



Sformutowanie wariacyjne
Znalez¢ (u — B) € V takie, ze

du dv
/Qa(x)&&dx—/ﬂf(x)vdx, VveV

Po zastosowaniu zwieztej notacji:




Uwzgledniajac

a(u,v) = (at/, V"), L(v)=(f,v)

mozna wygenerowa¢ URL gdzie:

Auj = alwy. ) = (j. i) = [ avjujax= [ jaufax =
= a(vi, ;) = Aj.i
by = (F.1) — (0B’ ) = /Q (Fi — aL™}(D — C)f) dx



Uwzglednienie zmiennego wspétczynnika; petne

wyprowadzenie URL
v=1jorazu= B+ ;¢u;:

(@B +a ) G, uf) = (1), i€l
JELs
Porzadkujac sktadniki otrzymuje sie
> (v, v)g = (F.u) + (aL ™ (D = €),0f), i€
JELs

czyli URL dany przez ) ; A; jc; = b; gdzie

Aij = (@l 0) = /Q () ()1 (x) dx

b= (F.is) + (LD = O)0f) = | (fw,-tz Cwﬁ) dx




Uwzglednienie funkcji pochodnej w réwnaniu i warunku

brzegowym
—u"(x)+ b (x) = f(x), xeQ=]0,L], u(0)=C, v(L)=E

Nowy problem:

@ pochodna pierwszego rzedu v’ w réwnaniu

@ warunek brzegowy — wymuszona warto$¢ pochodne;
rozwigzania v’: v'(L) = E

Jak postepowac?:

o Zaktadamy ;(0) = 0 ze wzgledu na warunek Dirichleta w
x =0

o Wybieramy: B(x) = C(L — x) lub po prostu B(x) = C

e Brak wymagan co do wartosci ¥;(L) (bo brak war. Dir. w
x=1)



Uwzglednienie funkcji pochodnej w réwnaniu i warunku

brzegowym, szczegdty

u=C+Y cti(x)

JETLs

Metoda Galerkina: mnozymy przez funkcje wagowa v, catkujemy
nad 2, catkujemy przez czesci:

(=" +bu —f,v)=0, VveV

(V) + (bu',v) = (f,v) + [u'v], YveV

[v'v]s = v/ (L)v(L) — u'(0)v(0) = Ev(L) poniewaz v(0) =0 a
u(L)=E

(V) + (b, v) = (f,v)+ Ev(L), VYveV



Uwzglednienie funkcji pochodnej w réwnaniu i warunku

brzegowym, spostrzezenia

(V') +(bd,v) = (f,v)+ Ev(L), VYveV

Wazne spotrzezenia:

o Wspéitczynnik wynikajacy z catkowania przez czesci, a
dotyczacy catki po brzegu ([v'v]5) moze zosta¢ uzyty do
implementacji warunku Neumanna

@ Nie uwgzlednienie tego wspétczynnika jest réwnoznaczne z
wymuszaniem warunku v’ =0 (!)

@ Tego rodzaju warunek brzegowy nazywany jest naturalnym
warunkiem brzegowym (warunek brzegowy spetniany jest w
spos6b naturalny)



Uwzglednienie funkcji pochodnej w réwnaniu i warunku

brzegowym, notacja uogélniona

Uogélniony zapis problemu:
a(u,v)=L(v) YveV
gdzie dla

(V) + (b, v) = (f,v)+ Ev(L), YveV

mamy

a(u,v) = (U, V) + (b, v)
L(v) = (f,v)+ Ev(L)



Uwzglednienie funkcji pochodnej w réwnaniu i warunku

brzegowym, URL

Wstawiajac u = C + ZJ- cjij oraz v = ¢; do

(V) + (b, v) = (f,v)+ Ev(L), VYveV

mozna otrzymad

> (@95 + (b, i) ¢ = (F,9) + Ewi(L), i€,

J€ELs b;

Aij

Spostrzezenie: A;;j tym razem nie jest symetryczna, ze wzgledu na
istnienie wyrazu

(byj. i) = /Q byjidx # /Q byidx = (], byy)



Nazewnictwo: warunki brzegowe naturalne i podstawowe

(o', V1) + (bu, v) = (f,v) + u/(L)v(L) — u'(0)v(0)

@ Przypomnienie: zapomnienie o uwzglednieniu warunku
brzegowego réwnowazne v'(L) = u'(0) = 0 (chyba, ze
wymuszono war. Dirichleta)

o Wymdg wartosci pochodnej funkgji v’ jest nazywamy
warunkiem naturalnym (ang. natural condition) i jest
uwzglednianiy w réwnaniu poprzez zwykte "wstawienie”
wartosci do réwnania w postaci wariacyjne

o Wymég wartosci funkcji u na brzegu wymaga modyfikacji V
(vi(0) = 0 lub/i odpowiednio 1;(L) = 0 ) i jest nazywany
warunkiem podstawowym (ang. essential boundary condition)

tatwo zapomnie¢ o uwzglednieniu warunku brzegowego catkujac
przez czesci. W ten sposéb pomytkowo przypisujemy warunek
v’ = 0 na danej czesci brzegu!




Uwzglednienie nieliniowego wspdétczynnika

Problem:

—(a(u)d") = f(u), xe€]0,L], u(0)=0, /(L)=E

o V to baza {¢i},c7, z ¥i(0) = 0 ze wzgledu na u(0) =0
e Jak bardzo nieliniowe wspétczynniki «(u) oraz f(u) wptywaja
na sformutowanie wariacyjne? (Nie bardzo!)



Uwzglednienie nieliniowego wspétczynnika, sformutowanie

wariacyjne

m. Gal.: przemnéz przez v, scatkuj, scatkuj przez czesci

L L
du dv
/oa( )dxdxdx_/o f(u)vdx + [a(u)w/]s Vv eV

e o(u(0))v(0)u'(0) = 0 poniewaz v(0)
a(u(L))v(L)v' (L) = a(u(L))v(L)E poniewaz u'(L) = E

L uav
/0 a(u)%d—x dx _/ F(u)vdx + a(u(L)V(L)E Vv e V

(a(u)d V') = (f(u),v) + a(u(L))v(L)E VveV



Uwzglednienie nieliniowego wspétczynnika, ktopoty

spowodowane przez nieliniowos¢

o Brak mozliwosci uzycia a(u, v) oraz L(v) w abstrakcyjnym
zapisie réwnania, poniewaz a oraz L stajg sie nieliniowe

@ Abstrakcyjny opis w najbardziej ogdlnej postaci:
F(u;v)=0VveV

e Co z URL? -> Otrzymujemy nieliniowy ukfad réwnan
algebraicznych

@ Aby go rozwigza¢ musimy skorzystac z iteracji Picarda lub
metody Newtona rozwigzywania uktadéw réwnan nieliniowych

o Mimo wszystko: sformutowanie wariacyjne niezbyt the
variational formulation was not much affected by nonlinearities



© Przyktady obliczen recznych



Uwzglednienie warunkéw Dirichleta i Neumanna

—u"(x)=f(x), xeQ=][0,1], J(0)=C, u(l)=D

o Niech dana bedzie baza wielomianéw w postaci potegowej
i ~ x" na [0,1]

Poniewaz u(1) = D: ¢;(1) =0

Modyfikacja bazy: v;(x) = (1 — x)™*, i€ T,

Funkcja uwzgledniajaca war. brzeg.: B(x) = Dx

u(x) = B(x) + Y jez, G = Dx + Y jer, (1 — x)H!

Sformutowanie wariacyjne: znalezé (u — B) € V takie, aby

e 6 o6 o

(Ulvdj;) = (fa %) - Cwi(o)v i€ Is



Uwzglednienie warunkéw Dirichleta i Neumanna; URL

Uwazgledniajac u(x) = B(x) + 3_ ez, ¢j1bj otrzymuje sig

Z A,'JCJ' = b,‘, i €L
J€EILs

gdzie

bi = (f,¥i) — (D, ¥}) — C4i(0)



Uwzglednienie warunkéw Dirichleta i Neumanna; catkowanie

1 1 o
Ay = (W)) = /0 )8 (x)dx = /0 (F+ 1)+ 1)(1 - %) d

Wybierzmy f(x) = 2:

1
_ /O (2(1 — %)™ — D(i + 1)(1 - x)') dx — Ce43(0)



Uwzglednienie warunkéw Dirichleta i Neumanna; URL 2 x 2

tatwos¢ obliczer z wykorzystaniem sympy. N =1 oraz Z, = {0,1}:

1 1 c \ —C+D+1
1 4/3)\a )"\ 253-C+D
co=-C+D+2, ¢ =-1,

u(x)=1-x>+ D+ C(x—1) (sciste rozwiazanie)



Kiedy rozwigzanie numeryczne jest doktadne?

Niech, poza warunkami brzegowymi Dirichleta, ue lezy w
przestrzeni V, w ktérej poszukiwane jest u (ue — B € V). Wtedy:

u=B+F, FeV
a(B+ F,v)=L(v), VveV
uue=B+E, EcV
a(B+E,v)=L(v), VveV

Odejmujac od siebie réwnania otrzymuje sie: a(F — E,v) =0
z czego wynika, ze:

E = F oraz u= ue



@ Obliczenia przy pomocy elementéw skoriczonych



Obliczenia przy pomocy elementéw skonczonych

Problem :

@ Rozwigza¢ problem dany réwnaniem —u”(x) = 2,

u(0)=u(Ll)=0
@ Wykorzystac siatke jednorodnych elementéw skonczonych typu
P1

@ Przedstawi¢ szczegéty wszystkich etapéw obliczen



Sformutowanie wariacyjne

Problem w postaci klasycznej:

—u"(x)=2, xe€(0,L), u(0)=u(L)=0,
Sformutowanie wariacyjne:

(V,V)=(2,v) VYveV



Sposéb postepowania z warunkami brzegowymi

Poniewaz u(0) = 0 oraz u(L) = 0 nalezy wymusic

v(0) = v(L) =0, ¢i(0)=1i(L)=0

Wybieramy jako funkcje bazowe funkcje tréjkatne: ¢; = ¢,
i=0,... Ny—1.

Problem: funkcje skrajne nie spetniaja warunkéw brzegowych

©0(0) # 0 oraz pp,—1(L) #0

Rozwiazanie: wykluczamy z bazy (g oraz ¢p,—1 i pracujemy na tak
okrojonej bazie:

77bi:()0i-‘r17 i=0,....,N=N, -3

Woprowadzajac stosowna indeksacje v(i): 1; = ¢, ;) otrzymuje sig:

u:Zngpy(j% i1=0,...,N, V(J):J+1

T



Obliczenia we wspétrzednych globalnych; wzory

L L
Aij = /0 Qi1 ()i (x)dx, by = /0 2¢pj41(x)dx
Wygodnie jest przeprowadzi¢ reindeksacje:
i+1—1,
Jj+1—j

aby otrzymac¢ wzory: gof-gp;-, zamiast <p;-+1goj’.+1

L L
Ai1j-1 :/ Ci(x)pj(x)dx,  biy 2/ 2pi(x) dx
0 0



Obliczenia we wspétrzednych globalnych; szczegoty

i~ £h

Ai_tji1=h"22h=2hn"", A1 o=h"1(-hT)h=—h""

oraz Ai—l,i = Ai—l,i—2

1 1



Obliczenia we wspétrzednych globalnych; URL

2 o O 0 I 2h )

> =




Réwnanie réznicowe odpowiadajace pojedynczemu réwnaniu

FEM

Réwnanie dla i. wezta:

1 2 1
—pGim1t G G = 2h
Poniewaz, ¢; = u(xj+1) = uj4+1, rownanie dla i — 1. wezta ma
postaé:
1 2 1
T G2 + pCi-1 T G = 2h
i jest réwnowazne
1 2

1
Uit = Uiy = 2h



Poréwnanie FEM i FDM

Réwnanie FDM dla problemu —u” = 2 ma postaé

1 2
h2U, 1+h2 h2U,+1—2
Po pomnozeniu przez h okazuje sig, ze:
FEM i FDM daja réwnowazne URL w tym zagadnieniu. J

(Réwnania dla weztéw brzegowych réwniez sa w tym przypadku
identyczne)



Obliczenia we wspétrzednych lokalnych; wzory

@ Powtérz obliczenia z poprzedniego przyktadu, tym razem
wykonujac obliczenia z perspektywy komérek.

@ Obliczenia wykonuj komérka po komérce

e Kazde obliczenia wykonuj wykonujac transformacje

wspbétrzednych globalnych do wspétrzednych unormowanych
X € [-1,1]

ale) :/ cp’-(x)go’-(x)dx:/l ingr(X)i@s(X)ﬁdX
i—1,j—-1 Qle) ! J 1 dX dX 2 ’

Fo(X) = 5(1-X), E(X) = 5(1+X)

dgo 1 dpp 1

dX 27 dX 2

Z reguty tancuchowej:

dp, _ dp dX _2d3,




Obliczenia we wspétrzednych lokalnych; szczegé’ry

1
h -
b = / 201(x) dx = / 25:(X); X = B, i=qle,r), r=0,1
Qle) -1

Obliczenia nalezy wykona¢ dla indekséw r, s przyjmujacych
wszystkie mozliwe kombinacje wartosci 0, 1, obliczajac za kazdym
razem jeden z elementéw lokalnej macierzy oraz wektora:

~ 1 1 -1 ~ 1
() — = (e) _
o=i( 0 1) 8=l

Przyktad:

1
g [ 2dmada gy 2 1218 g



Obliczenia we wspétrzednych lokalnych; szczegoty

@ Elementy skrajne zawieraja jedynie jedna niewiadoma

o Q: wartos¢ w lewym wezle znana, przyczynek tylko od
prawego wezfa

o Q(Ne): wartos¢ w prawym wezle znana, przyczynek tylko od
lewego wezta

Dla e =0 oraz e = N:

A9=2(1), B9=n(1)

Jeden stopien swobody ("wezet") w skrajnych elementach (r =0
odpowiada jednemu stopniowi swobody)



Obliczenia we wspétrzednych lokalnych; assembling

4 elementy typu P1:

vertices = [0, 0.5, 1, 1.5, 2]
cells = [[0, 11, [1, 21, [2, 3], [3, 4]]
dof_map = [[0], [0, 11, [1, 2], [2]] # only 1 dof in elm 0, 3

Kod Pythona wykonujacy assembling macierzy globalnej:

# dele][r,s]: element matriz, bel[el][r]: element wvector
# A[i,5]: coefficient matriz, b[i]: right-hand side

for e in range(len(Ae)):
for r in range(Ael[el.shape[0]):
for s in range (Ae[e].shape[1]):
A[dof_maple,r] ,dof_mapl[e,s]] += Ael[el[i,j]
b[dof_map[e,r]] += belel[i, j]

W wyniku powstaje ten sam URL co w przypadku obliczer we
wsp6trzednych globalnych.



Uniwersalna metoda konstrukeji funkeji spetniajacych

warunki brzegowe - warunek Dirichleta

o Stworzenie funkcji B(x) czasem bywa niefatwe w szczegélnosci
dla probleméw 2D oraz 3D

@ Przy pomocy funkgcji bazowych ¢;, mozna jednak podac
uniwersalny i ogélny sposéb jej konstrukgji (1)

Niech

@ [p: zbidr indekséw z weztami gdzie u jest znane

e U;: wartosci funkeji wynikajaca z warunku Dirichleta w wezle
i., 1€l

Ogodlna posta¢ funkgeji B:

B(x)=>_ Uigj(x)

J€ly



Niech dany bedzie warunek Dirichleta u(xx) = Uk, k € Ip:

uba) =Y Ui pi(x)  + D) Gy =
j€ls ~  jer, T~
#0 tylko dla j=k =0, k¢Zs

Uk



Przyktad: zagadnienie brzegowe z dwoma niejednorodnymi

warunkami Dirichleta; sformutowanie wariacyjne

—u"=2, w(0)=C, u(l)=D

L L
/ u’v’dx:/ 2vdx VveV
0 0

(V,v)=(2,v) VveV



Przyktad: zagadnienie brzegowe z dwoma niejednorodnymi

warunkami Dirichleta; funkcja B

B(x) = Uipj(x)

J€l

W tym wypadku /, = {0, N, — 1}, Up = C, Un,—1 = D; 9 sa
funkcjami zwigzanymi z weztami wewnatrz obszaru ¢;:

¢i:<;0u(i)» V(I):I+17 iEISZ{Ov""N:Nn_3}

u(x) = C- o+ Don,1+ ) Goji
B(x) J&Ts

=C- wo + DgDNn_1 + cop1 + 12 + - -+ NN, —2




Przyktad: zagadnienie brzegowe z dwoma niejednorodnymi

warunkami Dirichleta; szczegéty

Wstawmy u = B + ZJ- cjpj do sformutowania wariacyjnego:

(W,V)=(2,v) = (chwﬁw (2—B,y;) YwveV

L
Ai—1j-1 :/o ©i(x)j(x) dx
L
bi_1 :/o (F()pi(x) = B'(x)#i(x))dx,  B'(x) = Cpp(x) + Dy, -

fori,j=1,....,N+1=N, — 1.

Przyczynki pochodzace od warunkéw brzegowych - od catki
— [ B'¢idx: C/h nalezy doda¢ do by, D/h nalezy doda¢ do by.



Przyktad: zagadnienie brzegowe z dwoma niejednorodnymi

warunkami Dirichleta; obliczenia we wsp. lokalnych

@ Obliczenia macierzy lokalnych - jak w poprzednim przyktadzie

@ Nowa posta¢ lokalnych wektoréw prawej strony - dla
pierwszego i ostatniego elementu

Dla pierwszego elementu:

h. ! 2 21
2o 50dX — C2(—2)2=
2 /_l‘pld 33

Dla ostatniego elementu:

- 1 2 d@1 2 do\ h
Ne _ s p2d$12dPo\ h .y
bo _/ (ﬂ”" by dthX)QdX
h
2

—1

h, [t 212, 1



Sposoby modyfikacji URL

o Metoda 1: uwzglednij wartosci war. Dir. poprzez funkcje B(x)
i zazadaj 1»; = 0 na brzegu Dirichleta

e Metoda 2: zrezygnuj z B(x), zrezygnuj z warunkéw na 1),
wygeneruj URL tak jakby warunku Dirichleta nie byto i dopiero
wykonaj stosowne modyfikacje bezposrednio na URL

Metoda 2: zawsze wybieraj 1); = ¢; dla wszystkich i € Z:

u(x) = > Gpj(x), Te={0,...,N=N,—1}
J€Ls

Interesujacy sposéb uwzgledniania warunku Dirichleta

Wszystkie Wartosci u (réwniez te na brzegu Dirichleta) mozna
traktowa¢ jako niewiadome (wymagajace obliczenia).




Modyfikacja URL; uktad w postaci oryginalnej

—u"=2, w(0)=0, u(L)=D

Macierz w postaci identycznej jakby warunku Dirichleta nie byto:

1 -1 0 0 o s
-1 2 -1 2h
0 -1 2 -1
0
1 —
. -
0 -1 2 -1
0 ;
1 2h
h




o Warunek Dirichleta u(xx) = Uy jest réwnowazny cx = Uy

(poniewaz ¢, = u(xk))
@ zastapmy pierwszy wiersz réwnaniem cgp = 0

@ zastapmy ostatni wiersz réwnaniem cy = D

h 0 0 B ¢

Modyfikacja URL (wierszy) (obl. we wsp. glob.)

Co

N

2h

2h



Modyfikacja URL; (obl. we wsp. lokalnych)

Na elemencie 0 znane jest u w wezle lokalnym o indeksie r =0
->

WymieAmy pierwsze réwnanie dla tego elementu na & = 0:

~ 1 h 0 ~ 0
() W— (0) _

Na elemencie N, znane jest u w wezle lokalnym o indeksie r =1
->

WymieAmy ostatnie réwnanie dla tego elementu na & = D:

~ 1/1 -1 - h
(Ne) — A= = (Ne) —



Modyfikacja URL z zachowaniem symetrii uktadu; algorytm

@ Przedstawiona modyfikacja niszczy symterie macierzy: np.
Ao # A

@ Symetria - pozadana whasnos¢ URL (szczegoélnie dla zagadnien
2D i 3D) (szybsze obliczenia, mniejsze obciazenie pamieci)

@ Mozna zmodyfikowa¢ URL tak, aby zachowa¢ symterie!
Algorytm:

© Odejmij od prawej strony kolumne / pomnozong przez U;
@ wyzeruj kolumne /i wiersz |

© Przypisz wartos¢ 1 do elementu A; ;

Q Przypisz b; = U;



Modyfikacja URL z zachowaniem symetrii uktadu; przyktad

h 0 0 0 o 0
0 2 -1 : 2h
0 -1 2 -1
0
1 B .
0 -1 2 -1 :
0 :
D
0 2h+ 7
0 0 0 h en D



Modyfikacja URL z zachowaniem symetrii uktadu (wsp.

lokalne)

Modyfikacja z zachowaniem symetrii zastosowana dla macierzy
lokalnej A(Ne):

- 1/1 0 . h+D/h
(Ne) — p— L (Ne) —
w00 =a=i (o 0) 80 =("")



Implementacja warunku Neumanna

Warunek brzegowy Neumanna
Jak uwzgledni¢ v/(0) = C w FEM?

@ 1;(L) = 0 ze wzgledu na warunek Dirichleta u(L) = D (lub
modyfikacja samego URL bez wymagan narzuconych na )

e Brak wymagan co do v;(0)

e Warunek ¢/(0) = C mozna uwzgledni¢ jak do tej pory, poprzez
czton "catkowo-brzegowy” pochodzacy z catkowania przez
czesci



Sformutowanie wariacyjne

Metoda Galerkina:

L
/0 (0(x) + F))Wi(x)dx = 0, i€

Catkowanie u"v); przez czesci:

L L
[ 00u) dx- (W (D)~ (00 0) - | Fx)i() dx =0
0 0

o u/(L)yi(L) = 0 poniewaz 9;(L) =0
e u/(0)v;(0) = Cv(0) poniewaz u'(0) = C



Metoda 1: Zastosowanie funkcji brzegowej B(x) i usuniecie

weztéw Dirichleta z URL

o ¢;:¢i,iGIs:{Oa---aN:N"_2}
e B(x) =Dyp,—-1(x), u= B+ZJ,'V:0 GPj

L L
/ U (x)i(x)dx = / f(x)pi(x)dx — Cpi(0), i€Zs
0 0

N L L
Z( / w?w}dX> 6= [ (Fei— D) 05— Cai0)

0
fori=0,..., N=N,—2.



Metoda 2: Wykorzystanie wszystkich ¢; i uwzglednienie

warunku Dirichleta bezposrednio w URL

e Y=, i=0,....,N=N,—1 (dla wszystkich weztéw)

o wn(L) # 0, wiee u/(L)pn(L) # 0

o Jednakze czton u'(L)pn(L) w by bedzie usuniety w momencie
uwzgledniania warunku Dirichleta by = D

Mozna zatem pomingé czton u/(L)p;(L)!

Skfadowe u'¢; w weztach x;, w ktérych wymuszamy warunek
Dirichleta, moga zosta¢ pominiete. J
N=N,—1
u(x) = Gipi(x)
j=0

N=N,—1 L L
> ([ d0eitan) o = [ et - o)
=0 0 0

Trzeba obliczy¢ wszystkie elementy dla i =0,..., N=N,—1, a
nastepnie zmodyfikowaé ostatnie réwnanie do cy = D.



Wptyw warunku Neumanna na elementy macierzy A i
wektora b

Dodatkowy czton Cyy(0) ma wptyw jedynie na wektor prawe;
strony pierwszego elementu (o = 0 na wszystkich pozostatych
elementach).

~ 1 11 - h—C
(U —— (0) _
weasi(an) (00



Algorytm metody elementéw skonczonych

Réwnanie rézniczkowe definiuje catki sformutowania wariacyjnego.
Funkcje, ktére uzytkownik musi podac¢ na wejscie programu:

integrand_lhs(phi, r, s, x)
boundary_lhs(phi, r, s, x)
integrand_rhs(phi, r, x)
boundary_rhs(phi, r, x)

(Ponadto potrzebna jest réwniez informacja dotyczaca siatki
zagadnienia, opisana przy pomocy struktur: vertices, cells, oraz
dof _map.



Pseudokod a'la Python; obliczenia dla elementu

<Declare global matrix, global rhs: A, b>

# Loop over all cells
for e in range(len(cells)):

# Compute element matriz and vector

n = len(dof_maplel) # no of dofs in this element

h = vertices[cells[e]l[1]] - vertices[cells[e] [0]]

<Declare element matrix, element vector: A_e, b_e>

# Integrate over the reference cell
points, weights = <numerical integration rule>
for X, w in zip(points, weights):
phi = <basis functions + derivatives at X>
detJ = h/2
x = <affine mapping from X>
for r in range(n):
for s in range(n):
A_e[r,s] += integrand_lhs(phi, r, s, x)*detJ*w
b_e[r] += integrand_rhs(phi, r, x)*detJ*w

# Add boundary terms
for r in range(n):
for s in range(n):
A_e[r,s] += boundary_lhs(phi, r, s, x)*detJ*w
b_e[r] += boundary_rhs(phi, r, x)*detJ*w



Pseudokod a'la Python; warunki brzegowe i assembling

macierzy globalnych

for e in range(len(cells)):

# Incorporate essential boundary conditions
for r in range(n):
global_dof = dof_mapl[e] [r]
if global_dof in essbc_dofs:
# dof ™ ts subject to an essential condition
value = essbc_docs[global_dof]
# Symmetric modification

b_e -= value*A_e[:,r]
A_el[r,:] =0
A_el[:,r] =0
A_elr,r] =1

b_elr] = value

# Assemble
for r in range(n):
for s in range(n):
A[dof_maplel [r], dof_mapl[el[r]] += A_elr,s]
b[dof_map[e] [r] += b_e[r]

<solve linear system>



@ Sformutowanie wariacyjne dla probleméw 2D i 3D



Sformutowanie wariacyjne dla probleméw 2D i 3D

Gtéwne réznice przy przechodzeniu z 1D do 2D/3D

o Catkowanie przez czesci - uogdlnienie wzoru

@ Inna geometria elementéw (cell)




Catkowanie przez czesci

Catkowanie przez czesci dla zagadnien wielowymiarowych (wzory

Greena)

/V x)Vu) vdx-/a(x)Vu Vvdx—/ a—vds

o [o()dx: catka obszarowa (2D) lub objetosciowa (3D)

o [5()ds: catka krzywoliniowa (2D) lub obszarowa (3D)

ou
e 0Qy: warunki Neumanna —ag, =g

@ 0Qp: warunki Dirichleta v = ug

@ v € V musi znika¢ na 9Qp (jesli implementujemy metode 1)



Catkowanie przez czesci; przyktad

v-Vu+pBu=V-(aVu)+f, xeQ
u = up, x € 0Qp

ou
—a— =g, x € 00y

dn

e Wiadome: «, B, f, ug, oraz g.

@ Réwnanie rézniczkowe drugiego rzedu: rozwigzywalne dla
dokfadnie jednego warunku brzegowego nakfadanego w
kazdym wezle brzegowym.

Metoda 1 (funkcja brzegowa i ¥; = 0 na 0Qp) gwarantuje
spetnienie warunku u = wg:

u(x) = B(x) + ) gij(x),  B(x) = uo(x)

J€Ts



Catkowanie przez czesci w 1D/2D/3D

Metoda Galerkina: pomnéz przez v € V i scatkuj nad Q,

/Q(V-Vu—kﬁu)vdxz/QV-(onu)vdx%—/vadx

Catkowanie przez czesci pierwszej catki po prawej stronie zgodnie
ze wzorem:

/V-(aVu)vdX:—/aVu-Vvdx—l—/ a@vds,
Q Q oo On

daje ostatecznie

/(V-Vu—i—ﬁu)vdx:—/ocVu'Vvdx—i—/ aauvds—i—/ fvdx
Q Q Q

o0 8n



Uwzglednianie warunku Neumanna w sformutowaniu

wariacyjnym
Uwaga: v # 0 jedynie na d€2y (poniewaz v = 0 na d€lp):

/ aauvds—/ aauvds——/ gvds
o On o0 o0

on
~—~—
—-g

Ostateczna posta¢ sformutowania wariacyjnego:

/(V-Vu+ﬁu)vdx:—/aVu-Vvdx—/ gvds+/ fv dx
Q Q OO Q

Réwnowaznie w notacji abstrakcyjnej:

(v -Vu,v)+ (Bu,v) = —(aVu,Vv) —(g,v)n + (f, V)

(g, v)n: catka krzywoliniowa (2D) lub powierzchniowa (3D) nad
0.



Etapy wyprowadzenia URL

@ Vv € V jest zastepowana przez v¢;, | € L

e w sformufowaniu wariacyjnym uwzglednij u = B + ZjeIs ¢,
B = uy,

@ Okresl odwzorowanie indekséw globalnych i, oraz i (dla
wektora prawej strony)

@ Oblicz elementy URL ZIEIS Aijcj = bj, i € I wg wzoréw

Aij = (v -V, i) + (B, i) + (aVi, Vi)

bi = (g, vi)n + (f, i) — (v - Vg, ;) + (Bug, ¥i) + (aVup, Vi)



Tranformacja elementu unormowanego w 2D /3D (1)

Chcemy obliczy¢ catke nad elementem catkujac we wspétrzednych
unormowanych. J

/ a(x)Ve;- Vp;dx
Q(e)

Odwzorowanie geometrii ze wspétrzednych lokalnych
(unormowanych) do wspétrzednych globalnych:

x(X)
gdzie Jakobian przeksztatcenia J,

_ 9%
- 0X;

J,"j



Tranformacja elementu unormowanego w 2D /3D (2)

pod catky zastepujemy dx — det JdX.

Trzeba wyrazi¢ V; przy pomocy indeksacji lokalnej 3,
i=q(e,r): Vi (X)
Potrzeba obliczyé V4@, (X) (pochodna wzgledem x)

Mamy tymczasem Vx@,(X) (pochodna wzgledem X)
Potrzeba transformowa¢ Vx@,(X) do Vi@, (X)



Tranformacja elementu unormowanego w 2D/3D (3)

Znajdujemy:

Vx@r=J-Vxpi
Vxpi = vx‘azr(x) =Jt Vx@r(X)

Transformacja catki ze wspétrzednych globalnych do lokalnych:

/ a(x)ngD,"ngoj'dx:/~ a(x(X)) (I Vx3,)-(J71V@s) det JdX
Q(e) Qr



Catkowanie numeryczne

Catkowanie numeryczne na unormowanym elemencie (trojkacie lub
czworoscianie)

n—1
/ gdX => wig(X;)
o) =

Modut numint . py zawiera rézne kwadratury catkujace:

>>> import numint

>>> x, w = numint.quadrature_for_triangles (num_points=3)

>>> x

[(0.16666666666666666, 0.16666666666666666) ,
(0.66666666666666666, 0.16666666666666666) ,
(0.16666666666666666, 0.66666666666666666) ]

>>> W

[0.16666666666666666, 0.16666666666666666, 0.16666666666666666]

o Element tréjkatny: kwadratury dla n=1,3,4,7 pozwalaja na
catkowanie w sposéb doktadny wielamiandéw stopnia
odpowiednio 1,23, 4.

@ Element czworoscienny: catkowanie wielomianéw stopnia


{fem_src}/numint.py
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