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© Metoda elementéw skoriczonych - wstep

© Aproksymacja w przestrzeniach wektorowych
@ Aproksymacja funkcji w przestrzeni funkcyjnej
© Funkcje bazowe elementéw skoriczonych

O Generowanie URL

@ Generowanie macierzy globalnej - logika obliczen

© Transformacja wspétrzednych globalnych do wspétrzednych
unormowanych

© Implementacja

(@ Ograniczenia zaprezentowanego podejécia elementéw
skonczonych

@ Catkowanie numeryczne
@ Aproksymacja funkcji w 2D
® Elementy skoficzone w 2D i 3D



Ta prezentacja.

o PDF
HTML (jasny)
reveal (jasny)

reveal (ciemny)

deck.js (jasny)

Kody Pythona. Repozytorium
Hans Petter Langtangen (1962-2016).

@ Strona domowa

e Github

@ DocOnce i ksigzki HPL
e Ksigzka o FEM (EN)


http://marbor.strony.prz.edu.pl/download/FEM/pdf/approx-beamer.pdf
http://marbor.strony.prz.edu.pl/download/FEM/html/pages/approx-1.html
http://marbor.strony.prz.edu.pl/download/FEM/html/pages/approx-reveal.html
http://marbor.strony.prz.edu.pl/download/FEM/html/pages/approx-reveal-dark.html
http://marbor.strony.prz.edu.pl/download/FEM/html/pages/approx-deck.html
https://github.com/przemarbor/fem-book/tree/master/doc/.src/book/src
https://hplgit.github.io/homepage/index.html
https://github.com/hplgit
https://doconce.github.io
http://hplgit.github.io/fem-book/doc/web/index.html
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Metoda elementéw skonczonych - wstep

Finite Element Method, FEM, MES

@ pozwala rozwiagzywa¢ RRCz
dla obszaréw o ztozonej
geometrii

@ pozwala "regulowaé”
doktadnos¢ siatki tam gdzie
to potrzebne

@ mozliwos¢ uzycia

5 aproksymacji wyzszego rzedu

@ solidne, matematyczne
podstawy -> mozliwos¢
dokfadnej analizy metody




Delfin




Rozwigzywanie RRCz przy pomocy FEM

Zagadnienia stacjonarne:

© Przeksztatcenie zagadnienia brzegowego do postaci wariacyjnej

@ Zdefiniowanie funkcji aproksymujacych dla elementéw
skonczonych

© Przksztatcenie zagadnienia ciagtego w dyskretne wyrazone
ukfadem rownarn liniowych (URL)

Q Rozwiazanie URL

Zagadnienia niestacjonarne (zalezne od czasu):

@ MES - aproksymacja przestrzeni

@ FDM (lub metoda rozw. ODE) - aproksymacja w czasie




Etapy nauki FEM

© Elementy teorii aproksymacji (nie zaczynamy od rozw. RRCz!)

@ Wstep do aproksymacji elementami skonczonymi

@ W kohcu zastosowanie powyzszego do rozw. RRCz

v
Dlaczego tak?

Istnieje wiele wariantéw i odmian FEM. Dzieki proponowanemu
podejsciu fatwiej sie "potapa¢”’. Unikamy zamieszania wieloscia
podejs¢ do tematu, koncepgji i technicznych /implementacyjnych
szczegotow.

.
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Aproksymacja w przestrzeniach wektorowych

Jak znalez¢ wektor pewnej przestrzeni, ktéry aproksymuje wektor
przestrzeni o wiekszym wymiarze?

s (35)

Stab)




Aproksymacja jako kombinacja liniowa zatozonych funkgji

bazowych

Ogdlna idea poszukiwania elementu (wektora/funkcji) u(x) pewnej
przestrzeni przyblizajacego zadany element f(x):

N
u(x) = Z cithi(x)
i=0

gdzie

@ 1i(x) zatozone funkcje

@ ¢;, i =0,...,N nieznane wspétczynniki (do wyznaczenia)



Trzy gtéwne sposoby wyznaczania niewiadomych

wspoétczynnikow

e metoda najmniejszych kwadratéw (ang. Least Squares Method
LSM)
@ metoda Galerkina

@ metoda kolokacji

Sposéb opisu i notacja zaproponowane w materiatach pozwalajg na
(nieco) tatwiejsze rozpoczecie pracy i zrozumienie zasady dziatania
open-source’owego pakietu FEniCS — biblioteki do obliczen metoda
elementéw skonczonych.



http://fenicsproject.org

Aproksymacja wektoréw: przyktad — aproksymacja na

ptaszczyznie

Zadanie:

Znajdz przyblizenie wektora f = (3,5) wzdtuz zadanego kierunku.

6

Fisab)

(a.b)

0 L L L L L
0 1 2 3 4 5 6

analogie: element - punkt - wektor - funkcja



Przypomnienie: wektory w 2D - rzut ortogonalny

d = ||v|| cos a (dtugos¢ rzutu w. v na u)

(]
—~

u,v):u1v1+u2v2—|—...

o (u,v)=||u||-||v]|cosa (z tw. cosinuséw)
(uyv) _ —

o L = ||v||cosa = d

@ ergo: il. skalarny to il. dtugosci wektora u

oraz dtugosci rzutu wektora v na u

o (u,v) =0-> ui v s3 prostopadte

Prawdziwe dla przestrzeni dowolniewymiarowe;.

Zadania

a) Pokaz, ze il. skalarny wektoréw u = [2,2,0] oraz v = [1, 1, 1] jest réwny iloczynowi dtugosci
pierwszego z nich z przez dtugo$é rzutu drugiego na pierwszy.
b) Znajdz dowolny wektor prostopadty do wektora u = [1, 2, 3].




Aproksymacja wektoréw: przestrzenie wektorowe —

terminologia

V' = span {¢0}
1o wektor bazowy przestrzeni V
Znajdi u=cy eV
Jak wyznaczy¢ ¢y tak, aby u "najlepiej" przyblizato £?
Wizualnie rozwigzanie narzuca sie samo
Jak sformutowac to ogélnie, w jezyku matematyki?

Niech

e e="f — uto btad

o (u,v) —iloczyn skalarny wektoréw (-> sens geometryczny il.s.
-> przyktad z poprzedniej strony)

o ||e|]| = v/(e, e) — norma btedu (jaka? (normy p-te))

(a, b) — punkt/wektor przestrzeni (dwuwymiarowej)
(u, v) — iloczyn skalarny dwéch wektoréw przestrzeni
(dowolnie-wvmiarowej)



Metoda najmniejszych kwadratéw - idea

o Idea: znalez¢ ¢y takie, aby ||e|| byt minimalizowany (jak
najmniejszy/najkrétszy)

o Dla wygody (matematycznej): minimalizujemy E = ||e||?

OF

— =0
aCQ



Metoda najmniejszych kwadratéw - obliczenia

E(co) = (e,e) =(f —u,f —u)=(f — cqpipo, f — cotpo)
(fv f) - 2C0(f7'l»b0) + Cg(’(,bo, ¢0)

Wskazéwka: Wykaz, ze: (a,b) = (b, a) oraz ze (a,b + c) = (a,b) + (a,¢)

gj = —2(f, o) + 2co(tbo,10) = 0 (1)
(€))

__ (Fp) _3a+5b

0~ (to,0) &%+ b2

Spostrzezenie (na pézniej): warunek znikania pochodnej (1) mozna
réwnowaznie zapisac jako:

(e,70) = (f — u, o) = (f, o) —S o)

va el el e ]
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Metoda rzutu ortogonalnego (m. Galerkina)

@ min E — to samo co: (e, o) = 0 (rysunek)

@ wektorem e minimalizujacym btad jest ten,
ktéry jest prostopadty do wszystkich v € V

@ Czyli: zamiast korzystaé z aproksymacji
sredniokwadratowej, mozna wymusi¢, aby e
byto ortogonalne dla dowolnego v € V co
bedzie réwnoznaczne ze znalezieniem ¢

CoYo =0 €

o Matematycznie: znajdz e takie, ze
(e,v)=0,VveV

@ Poniewaz dowolny v mozna wyrazi¢ jako st
(s € R), wiec... (e,svq) = s(e,1pp) =0

@ co oznacza, ze wystarczy, aby wektor e byt
prostopadty do wektora bazowego

e Ostatecznie otrzymujemy: (e, 1) =0 lub
inaczej (F — cotPo, YPo) = 0 czyli to samo
réwnanie (a wiec i to samo rozwigzanie) co w
MNK.



Aproksymacja wektora przestrzeni dowolniewymiarowej

Dla danego wektora f, znajdz przyblizenie u € V:

V =span{vy,..., ¥y}

(span czyt. przestrzen rozpieta na wektorach...)

Majac dany zbiér wektoréw niezaleznych liniowo g, . .., ¥y,
dowolny wektor u € V mozna zapisa¢ jako:

Przyktad - zadanie

Wykaza¢, ze przy pomocy kombinacji liniowej pewnych (niezupetnie
dowolnych) 3 wektoréw przestrzeni 3D mozna skonstruowaé
dowolny wektor tej przestrzeni.




Metoda najmniejszych kwadratéw

Idea: znalez¢ takie cp, ..., cy, aby E = ||e||* byt minimalizowany,
e=f—u
E(Co, ceey CN) = (e, e) = (f - ZCj¢j, f— Z Cj’l/)j)
N
=(F.F) =2 q(f.4) +chpcq Y, Pq)
j=0 p=0 g=0
0E
87Ci = O, I = O7 . y N
Po odrobinie obliczen otrzymuje sie ukfad réwnar liniowych:
N
ZAi’jC:i:bi’ iZO,...,N (2)
J = (¥i, ) (3)

bi = (v, ) (4)



Metoda Galerkina

Mozna pokaza¢, ze poszukiwanie minimalnego ||e|| jest
réwnowazne poszukiwaniu e ortogonalnego do wszystkich v € V:

(e,v)=0, VveV

co jest réwnowazne temu aby e byt ortogonalny do kazdego
wektora bazowego:

(e,9))=0, i=0,...,N

Warunek ortogonalnosci — podstawa metody Galerkina. Generuje
ten sam uktad réwnan liniowych co MNK.
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Aproksymacja funkcji w przestrzeni funkcyjnej

Niech V bedzie przestrzenia funkcyjna rozpieta na zbiorze funkcji
bazowych iy, ..., Yy,

V =span {to,...,¥n}

Dowolng funkcje tej przestrzeni u € V mozna przedstawi¢ jako
kombinacje liniowa funkcji bazowych:

UZZCj¢j, 15:{0,1,...,N}

JELs



Uogdlnienie MNK na przestrzenie funkcyjne

Tak jak dla przestrzeni wektorowych, minimalizujemy norme btedu
E, ze wzgledu na wspétczynniki ¢;, j € Is:

E=(e,e)=(f—u,f—u) ZCJ% )_chwj(x)
JELs JELs
OE .
876‘; == 0, I =€ Is

Czym jest iloczyn skalarny jesli 1; jest funkcja?

(f.g) = /Q F(x)g(x) dx

(iloczyn skalarny funkcji cg jako uogdlnienie il. skalarnego funkg;ji
dyskretnych (u,v) =3 ujv;)



Szczegéty MNK

E(co,...,cn) =(e,e) =(f —u, f —u)
= (f, f)—2ZCj(fa¢i)+ Z Z cpCq(Vp,1bq)

JELs pELs q€1s

OF

— =0, i=€eZ
(9C,' ’ : €Ls

Obliczenia identyczne jak dla przypadku wektorowego -> w
rezultacie otrzymujemy uktad réwnan liniowych

N
ZAI',J'C:]' =b;, i€Is, Aij=i,v)), bi=(f, i)

J€Ls



Metoda Galerkina

Jak poprzednio minimalizacja (e, e) jest réwnowazna

(e,w,-) =0, i€l
co z kolei jest réwnowazne

(e,v)=0, VYveV

Réwnowaznos$¢ wzoréw jak dla przestrzeni wektorowych.

Réwnowazno$¢ wzoréw jak dla wyprowadzenia przy pomocy MNK.



Przyktad: aproksymacja paraboli funkcja liniowa

Problem

Dla zadanej funkgji f(x) = 10(x — 1) — 1 znalez¢ jej przyblizenie
funkcja liniowa.

V =span{l, x}
czyli o(x) =1, ¢1(x) = x oraz N = 1. Szukane

u= cto(x) + cah1(x) = o + ax



Przyktad: aproksymacja paraboli funkcja liniowa

2
Ao,o:(%,wo):/1 1-ldx=1

Ao = (Yo,91) = /121 xdx =3/2
A1 = Ag1 = 3/2
Arr = (Y1,¢1) = /12X'XdX =17/3
by = (f, 1) = /12(1o(x —1)2-1)-1dx=7/3
by = (f,41) = /12(10(x —1)2-1)-xdx =13/3
Rozwigzanie uktadu réwnan 2x2:

38
G = —38/3, G = 10, U(X) = 10x — ?



Przyktad: aproksymacja paraboli funkcja liniowa

| —|
N|W =

WI~N W

Ila)-18] - [a]-[%"
u(x):10x—12§

10

— approximation
- - exact
7




Symboliczna realizacja algorytmu MNK

Problem: napisa¢ program/funkcje, ktéry przeprowadzi obliczenia
(obliczenie catek i rozwiazanie uktadu réwnan liniowych) i zwréci

rozwigzanie postaci u(x) = >_; ¢jihj(x).

Niech

e f(x) bedzie dane przez funkcje sympy oznaczona symbolem £
(funkcje zmiennej (symbolu) x)

o psi bedzie lista funkeji {i};c7.,

o Omega bedzie dwuelementowa krotka/lista zawierajaca
poczatek i koniec przedziatu Q



MNK symbolicznie: podejscie nr 1

import sympy as sym

def least_squares(f, psi, Omega):
N = len(psi) - 1
A = sym.zeros((N+1, N+1))
b = sym.zeros((N+1, 1))
x = sym.Symbol('x')
for i in range(N+1):
for j in range(i, N+1):
Ali,j] = sym.integrate(psil[il*psilj],
(x, Omegal0], Omegal[1]l))
Al[j,i] = Al[i,]j]
b[i,0] = sym.integrate(psi[il*f, (x, OmegalO], Omegal[1]))
c = A.LUsolve(b)
u=20
for i in range(len(psi)):
u += c[i,0]*psilil
return u, ¢

Spostrzezenie: macierz uktadu jest symetryczna, dzigki czemu mozna zoptymalizowad proces
wyznaczania jej elementéw

@ Moze sig zdazyé, ze obliczanie catki si¢ nie powiedzie (skomplikowana funkcja £) , sym.integrate
zwréci wtedy obiekt typu sym.Integral. Ulepszenie kodu: sprawdzenie czy takie zdarzenie
wystapito i ew. obliczenia numeryczne.

@ Ulepszenie 2: Dodatkowa flaga przy pomocy, ktérej uzytkownik moze zdecydowaé bezposrednio
jaki rodzaj catkowania (symboliczny czy numeryczny) ma zostaé wykorzystany.



MNK symbolicznie: podejscie nr 2

def least_squares(f, psi, Omega, symbolic=True):

for i in range(N+1):
for j in range(i, N+1):
integrand = psi[il#*psil[j]
if symbolic:
I = sym.integrate(integrand, (x, Omegal[0O], Omegal1l))
if not symbolic or isinstance(I, sym.Integral):
# Could not integrate symbolically,
# fall back on numerical integration
integrand = sym.lambdify([x], integrand)
I = sym.mpmath.quad(integrand, [Omegal0], Omegal[11])
Ali,jl = A[j,i] = I

integrand = psil[i]*f
if symbolic:

I = sym.integrate(integrand, (x, Omegal[0], Omegal[1l))
if not symbolic or isinstance(I, sym.Integral):

integrand = sym.lambdify([x], integrand)

I = sym.mpmath.quad(integrand, [Omegal0O], Omegal[111)
b[i,0] = I



Prezentacja rozwigzania

Graficzne poréwnanie f i u:

def comparison_plot(f, u, Omega, filename='tmp.pdf'):
x = sym.Symbol('x")
# Turn f and u to ordinary Python functions
f = sym.lambdify([x], f, modules="numpy")
u = sym.lambdify([x], u, modules="numpy")
resolution = 401 # no of points in plot
xcoor = linspace(Omegal[0], Omegall], resolution)
exact f (xcoor)
approx = u(xcoor)
plot(xcoor, approx)
hold('on')
plot(xcoor, exact)
legend (['approximation', 'exact'])
savefig(filename)



Zastosowanie kodu

>>> from approxlD import *

>>> x = sym.Symbol('x"')

>>> f = 10*%(x-1) **2-1

>>> u, ¢ = least_squares(f=f, psi=[1, x], Omega=[1, 21)
>>> comparison_plot(f, u, Omega=[1, 2])

10

— approximation

- - exact




Przypadek aproksymacji funkcji f € V

@ Rozszerzmy zbiér funkgeji bazowych przestrzeni V o funkcje
Yy = x2, wciaz poszukujac przyblizenia dla funkgji
f =10(x — 1)2 — 1 w przestrzeni V

@ -> przyblizenie paraboli pewnga parabols ...

@ Rozwigzanie odwzoruje f $cisle!

>>> from approxlD import *

>>> x = sym.Symbol('x")

>>> f = 10%(x-1)**2-1

>>> u, c = least_squares(f=f, psi=[1, x, x**2], Omega=[1, 2])
>>> print u

10*x**2 - 20*x + 9

>>> print sym.expand(f)

10*x**2 - 20*x + 9

Rozwiazanie przyblizone = rozwiazanie doktadne, jesli f € V!



Uogdlnienie: Przypadek aproksymacji funkcji f € V

o A co jesli baza to ¥i(x) =x"dlai=0,...,N = 407
@ Wynik funkcji least_squares: dla/ > 2, ¢, =0

Whiosek ogdlny:

Jesli f € V, MNK oraz metoda Galerkina zwréca u = f.




Dlaczego dla f € V aproksymacja jest bezbtedna? Dowdd:

Jesli f € V, wtedy f =3 .7 djv);, dla pewnego {d;}, 7. Wtedy

bi = (f,) = Y di(wy, i) = D diAi,

JEZS jGIs
a URL Zj Aijcj = b, i € L, przedstawia sie:

ZCJ'A,'J:Zde,'J, i €7

JELs J€ELs

co oznacza, ze ¢; = d; dla i € Zs, czyli u jest tozsame z f.



Skonczona precyzja obliczen numerycznych

Poprzednie wnioski -> teoria i obliczenia symboliczne . ..

Co w przypadku obliczed numerycznych? -> (rozwigzanie URL
macierzami liczb zmiennoprzecinkowych)

f to wciaz funkcja kwadratowa przyblizana przez

U(X) =0+ ax+ C2X2 + C3X3 4+t CNXN

Oczekiwane: co =c3 =---=cy =0, skoro f € V oznacza u = f.

A naprawde?



Skonczona prezycja obliczen numerycznych — wyniki

teoria sympy numpy32 numpy64

9 9.62 5.57 8.98
-20  -23.39 -7.65 -19.93
10 17.74 -4.50 9.96
0 -9.19 4.13 -0.26
0 5.25 2.99 0.72
0 0.18 -1.21 -0.93
0 -248 -0.41 0.73
0 1.81 -0.013 -0.36
0 -0.66 0.08 0.11
0 0.12 0.04 -0.02
0 -0.001 -0.02 0.002

o Kolumna 2: matrix oraz lu_solve z biblioteki
sympy.mpmath.fp

@ Kolumna 3: numpy 4B liczby zmiennoprzecinkowe

@ Kolumna 4: numpy 8B liczby zmiennoprzecinkowe



Zte uwarunkowanie URL - "liniowa zalezno$¢’ w bazie

@ Znaczne btedy zaokraglen rozwigzania numerycznego (!)

e Jednoczesnie "na oko” (graficzne) rozwigzanie wyglada w
porzadku (!)

Zrédto ktopotéw: funkcje x' dla bardzo duzych i staja sie
praktycznie liniowo zalezne

Woykresy funkcji x'dlai=0...14
4 rozwiazania zadania przyblizenia paraboli

16000

14000

12000

10000

8000)
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4000)

2000f
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Zte uwarunkowanie URL: wnioski

o Prawie liniowa zaleznosé¢ funkcji bazowych skutkuje
bliskoosobliwymi macierzami

@ macierz prawie osobliwa = macierz Zle uwarunkowana ->
problemy w trakcie m.elim. Gaussa

o Baza wielomianéw 1, x,x%, x3, x4, ... to "nienajszczesliwszy”

wybor
o Istnieja lepsze bazy (nawet wielomianowe), ale im bardziej
ortogonalne te bazy sa, tym lepiej ((v;,;) ~ 0)



Aproksymacja szeregami Fouriera; problem i kod

Aproksymacja funkcji f szeregiem Fouriera

N
u(x) = Z ajsinimx = Z ¢jsin((j + 1)mx)
i j=0
to tylko "zmiana bazy™

V = span {sinmx,sin27x, ... sin(N + 1)wx}

Obliczenia z wykorzystaniem funkcji least_squares:

N =23

from sympy import sin, pi

psi = [sin(pi*(i+1)*x) for i in range(N+1)]
f = 10%(x-1)**2 - 1

Omega = [0, 1]

u, ¢ = least_squares(f, psi, Omega)
comparison_plot(f, u, Omega)



Aproksymacja szeregami Fouriera; wykres

L: N=3, P: N=11:

— approximation| — approximation
- - exact . - - exact

Problem:

Dla kazdej f.bazowej jest 1;(0) = 0 przez co u(0) =0 # f(0) = 9.
Podobna sytuacja dla x = 1. WartoSci u na brzegach beda zawsze
niepoprawne!




Aproksymacja szeregami Fouriera; ulepszenie

@ /naczna poprawa aproksymacja dla N = 11 wyrazow, pomimo
niepozadanych rozbieznosciw x =0ix =1

@ Mozliwe rozwiazanie: doda¢ sktadowa, ktéra pozwoli na
odwzorowanie wtasciwych wartosci na brzegu

u(x) = F(0)(1 = x) + xf(1) + Y gay(x)
J€TLs
Dodatkowy wyraz nie tylko zapewnia u(0) = f(0) oraz u(1) = f(1),
ale takze zaskakujaco dobrze poprawia jako$¢ aproksymacji!

N=3vs N=11:

— approximation — approximation|
- - exact - - exact

“6o 02 0.4 06 08 10 “60 0.2 04 0.6 08 10
x x



Bazy funkcji ortogonalnych

Zalety wyboru funkgji sinus jako funkcji bazowych:

o funkcje bazowe sg parami ortogonalne: (;, ;) = 0 (jedynie
(vi, 1) # 0)) dzieki czemu

@ macierz A;; jest diagonalna, dzigki czemu

@ nie ma potrzeby rozwigzywa¢ URL! Rozwigzanie sprowadza sie
do obliczenia: ¢; = 2 [ f(x)sin((i + 1)mx)dx

@ wynik: rozwiniecie funkcji f w szereg Fouriera

W ogdlnym przypadku, dla baz ortogonalnych, A; ; jest macierza
diagonalna, a nieznane wspétczynniki ¢; mozna tatwo obliczy¢:

bi _ (fﬂb/)

Aii (i, i)




Implementacja MNK dla ortogonalnych funkcji bazowych

def least_squares_orth(f, psi, Omega):

=
1l

o'
noun

len(psi) - 1

[0]* (N+1)

[0T*(N+1)

sym.Symbol('x"')

i in range(N+1):

A[i] = sym.integrate(psi[i]**2, (x, Omegal[0O], Omegal[1]))
b[i] = sym.integrate(psi[il*f, (x, Omegal[0], Omegal1]))
[b[i]l/A[i] for i in range(len(b))]

0

i in range(len(psi)):
u += c[i]*psil[i]

return u, c



Implementacja MNK dla ortogonalnych funkcji bazowych:

catkowanie symboliczne i numeryczne

@ Uwzglednienie parametru sterujacego wyborem rodzaju catkowania
(argument symbolic).

@ W przypadku gdy catkowanie symboliczne zawiedzie (sym. integrate
zwraca sym.Integral), obliczenia wykonywane numerycznie (w
przypadku funkgcji sinus nie powinno byé probleméw z symbolicznym
obliczeniem [, 7 dx)

def least_squares_orth(f, psi, Omega, symbolic=True):

for i in range (N+1) :
# Diagonal matriz term
A[i] = sym.integrate(psil[il**2, (x, Omegal[O], Omegal1]))

# Right-hand side term
integrand = psil[i]*f
if symbolic:

I = sym.integrate(integrand, (x, Omegal[O], Omegal[1]))
if not symbolic or isinstance(I, sym.Integral):

print 'numerical integration of', integrand

integrand = sym.lambdify([x], integrand)

I = sym.mpmath.quad(integrand, [Omegal0], Omegal111)
b[il = I



Metoda kolokacji (interpolacji); idea i teoria

Inny sposéb znalezienia przyblizenia f(x) przez u(x) = }_; ¢jibj:

o Wymuszamy u(x;) = f(x;) w pewnych wybranych punktach {x;}

i€Zs
(punktach kolokacji)
@ u interpoluje f
@ metoda znana jako metoda kolokacji (interpolacji)
u(xi) = guj(x) = f(x;) i€L,N
JELs
Wspodtczynniki wygenerowanego ukfadu réwnan to po prostu wartosci
funkcji, nie ma potrzeby catkowania!
Z A,')jCj = b,‘7 i €I (5)
JeIS
Aij = (i) (6)
b,' = f(X,') (7)

W ogdélnym przypadku macierz wynikowa niesymetryczna: v;(x;) % 1:(x;)



Metoda kolokacji — implementacja

Zmienna points przechowuje punkty kolokacji

def interpolation(f, psi, points):
len(psi) - 1
sym.zeros ((N+1, N+1))
sym.zeros ((N+1, 1))
sym. Symbol('x"')
Turn pst and f into Python functions
psi = [sym.lambdify([x], psi[i]) for i in range(N+1)]
f = sym.lambdify([x], f)
for i in range(N+1):
for j in range(N+1):
Ali,jl = psilj](points[il)
b[i,0] = f(points[i])
c = A.LUsolve(b)
u=20
for i in range(len(psi)):
u += c[i,0]*psili] (x)
return u

w M OE=



Metoda kolokacji: przyblizenie paraboli funkcja liniowa

o Problem: jak wybraé¢ x;?

o Whynik zalezy od potozenia punktéw kolokacji!

(4/3,5/3) vs (1,2):

— approximation
- - exact
/
’
,

1.6

1.8

2.0




@ Idea: metoda kolokacji dla m > N + 1 punktéw
@ Problem: Wiecej réwnan niz niewiadomych

@ Znana np. ze statystyki regresja




Regresja — nadokreslone URL

U(X,') = ZCj¢j(X;) = f(X,'), i:O,l,...,m

JELs

ZAqu:bi’ i:0,1,...,m
JELs

Aij=i(xi), bi = f(x)



Rozwigzywanie nadokreslonych URL przy pomocy MNK

o Jak rozwigza¢ Ac = b jesli jest wiecej réwnan niz
niewiadomych?

Idea: Poszukiwanie rozwigzania minimalizujacego r = b — Ac
Rezultat: uktad réwnaf normalnych ATAc = ATb

Zapiszmy ukfad w postaci Bc = d

B = AT A juz kwadratowe: ukfad réwnan o rozmiarach
(N+1)x (N+1)

m
Bij=Y ATi,kAwj=> Ak,if;=> vilxi)ti(x)
k k k=0

di=> Alibe =Y Acibi =Y vi(x)f(x)
K P k=0



Implementacja

def reg

=

s
psi
psi
f =
for

Moo AW R B

c =
u =

ression(f, psi, points):
len(psi) - 1
len(points)

Use numpy arrays and numerical computing

np.zeros ((N+1, N+1))
np.zeros (N+1)

Wrap psi and f in Python functions rather than expressions

o that we can evaluate pst at points[i]
sym.Symbol('x"')
_sym = psi # save symbolic exzpression
= [sym.lambdify([x], psi[i]) for i in range(N+1)]
sym.lambdify([x], f)
i in range(N+1):
for j in range(N+1):

B[i,j1 =0

for k in range(mt+1):

B[i,j] += psil[i] (points[k])#*psil[j] (points[k])

dfil =0
for k in range(mt+1):

d[i] += psili] (points[k])*f (points[k])
np.linalg.solve(B, d)
sum(c[i]*psi_sym[i] for i in range(N+1))

return u, c



Przyktad zastosowania — kod

o Zadanie: Dokona¢ aproksymacji funkcji f(x) = 10(x —1)? — 1
na przedziale Q = [1,2] przy pomocy funkgji liniowej.

import sympy as sym

x = sym.Symbol('x"')

f = 10%(x-1)%%2 - 1

psi = [1, x]

Omega = [1, 2]

m_values = [2-1, 8-1, 64-1]

# Create m+3 points and use the inner m+l1 points

for m in m_values:
points = np.linspace(Omegal[0], Omegal[1], m+3) [1:-1]
u, ¢ = regression(f, psi, points)
comparison_plot(f, u, Omega, points=points,

points_legend='/d interpolation points' 7 (m+1))



Przyktad zastosowania — wyniki

u(x) = 10x — 13.2, 2 punkty
u(x) = 10x — 12.7, 8 punktéw
u(x) = 10x — 12.7, 64 punkty




Wielomiany Lagrange’a

Motywacja::

@ Metoda kolokacji pozwala uniknaé catkowania
o Dla macierzy diagonalnej A;; = 1j(x;) rozwigzanie URL jest
banalnie proste

Witasnos¢ wielomianow Lagrange'a 1);:

1, i=j
Vi) =0 5”':{0, oy

Zatem, ¢; = f(x;) and

u(x) =Y FOa)vi(x)

JELs

@ Wielomiany Lagrange'a w pofaczeniu z metoda kolokacji s3
niezwykle wygodne
o Czesto stosowane w FEM



Wielomiany Lagrange’'a — wzér i implementacja

N
X — X X — Xo X — Xj—1 X — Xj+1 X — XN
bix) =[] S =

o TN XiT X0 X = X1 Xi = Xigl X T XN

def Lagrange_polynomial(x, i, points):
p =
for k in range(len(points)):
if k != 1i:
p *= (x - points[k])/(points[i] - points[k])
return p



Wielomia

Least squares approximation by Lagrange polynomials of degree 3 Interpolation by Lagrange polynomials of degree 3

— approximation — approximation
- - exact - - exact

1.0

0.5

0.0

-0.5]

—1.0]

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.



Wielomiany Lagrange'a —

zastosowania

mniej zachecajacy przyktad

Interpolation by Lagrange polynomials of degree 7

— approximation
\ - - exact

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Interpolation by Lagrange polynomials of degree 14

— approximation
- - exact




Wielomiany Lagrange'a — efekt Runge’go

12 punktow, dwa wielomiany stopnia 11 (Uwagal: ¢»(x2) = 01

—




Wielomiany Lagrange’a: jak zapobiec oscylacjom?

Odpowiedni dobdr weztéw interpolacji — wezfy Czebyszewa:

1 1 2i+1 .
1 LT el —0....N
X; 2(a—|—b)—|—2(b a)cos<2(N+1)7r>, i=0...,

na przedziale [a, b).



Wielomiany Lagrange'a + wezty Czebyszewa

Interpolation by Lagrange polynomials of degree 7 1 Interpolation by Lagrange polynomials of degree 14

— approximation — approximation
- - exact - - xact
exac 10 exac

5




Wielomiany Lagrange'a + wezty Czebyszewa

12 punktow, dwa wielomiany stopnia 11.
Uwaga!: Tym razem wezty s3 inaczej rozmieszczone!

Mniej oscylacyjny charakter wielomianéw w poréwnaniu do weztéw
réwnomiernie rozmieszczonych.




© Funkcje bazowe elementéw skoriczonych



Funkcje bazowe elementéw skonczonych

P2 ¥3




Funkcje bazowe o nosniku nieograniczonym: ;(x) # 0

prawie w catym przedziale okreslonosci
Nosnik tunkgcji: domkniecie zbioru argumentow funkgji, dla ktorych
ma ona warto$¢ rézna od zera (takie iksy dla ktérych f(x) # 0)

00 0.5 10 1.5 20 25 30 35 a0



Funkcje bazowe o nosniku ograniczonym — FEM

o Nosnik zwarty (Local support): domkniecie zbioru tych x-6w,
dla ktérych ¥i(x) #0
e Typowe dla 1D - funkcje tréjkatne (hat-shaped)

@ u(x) zbudowana przy pomocy takich funkcji ¢); bedzie funkcja
przedziatami liniowa

@ Niech symbol ¢; oznacza odtad tego typu funkcje tréjkatna
(przyjmijmy réwniez 1); = ¢;)

P2 P3
Ny
0 1 2 3 4 5

Q0 oW o1 Q¥ QW
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Elementy i wezty

Podzielmy Q na N, rozdzielnych podobszaréw — elementéw:

Q:Q(O)UUQ(NE)

Na kazdym elemencie wprowadzamy N, wezféw (punktéw):
X05 -+ 5 XNp—1

@ vi(x) — i-ta funkcja bazowa
° i =1wwezle i i p; =0 w pozostatych weztach
@ ; to wielomian Lagrange’a na kazdym elemencie

e Dla weztéw granicznych, lezacych w punktach taczacych dwa
elementy funkcja ; jest zbudowane z wielomianéw Lagrange'a
na obu elementach



Przyktad: obszar podzielony na elementy dwuweztowe
(elementy typu P1)

Struktura nodes — wspétrzedne weztéw.

Struktura elements — numery (globalne) weztéw tworzacych
odpowiedni element.

nodes = [0, 1.2, 2.4, 3.6, 4.8, 5]
elements = [[0, 11, [1, 21, [2, 31, [3, 41, [4, 511



Przyktad: dwie funkcje bazowe na siatce

Po Ps3

0 QW 0® 0® QW



Przyktad: elementy niejednorodne o trzech weztach

(elementy typu P2)

+ ® + e + >,
0 1 2 3 4
Q(O) Q(l)

nodes = [0, 0.125, 0.25, 0.375, 0.5, 0.625, 0.75, 0.875, 1.0]
elements = [[0, 1, 2], [2, 3, 4], [4, 5, 6], [6, 7, 8]]



Przyktad: funkcje bazowe na siatce (elementy typu P2)

ocooooom
oNONDMO®O

1.0



Przyktad: elementy typu P3 (o czterech weztach

interpolacji)

2.5 1
2.0f R
1.5¢ 4
1.0p R
0.5} i
0.0t T
—-0.5} 0123 45 6 7 8 9 10 11 12 g
_10l S)(O) 52(1) 52(2) g)(3) |

-1.5

0 2 4 6

d =3 # d+1 nodes per element

num_elements = 4

num_nodes = num_elements*d + 1

nodes = [i*#0.5 for i in range(num_nodes)]

elements = [[i*d+j for j in range(d+1)] for i in range(num_elements)]



Przyktad: funkcje bazowe na siatce (elementy typu P3)

o000 00oH
obNONMO®O
T




Indeksacja nieregularna

2.5¢
2.0f
1.5
1.0
0.5 1
0 b
-0.5) 3 0 4 5 2 1 1
_10l QB @ b @ QO

-1.5

nodes = [1.5, 5.5, 4.2, 0.3, 2.2, 3.1]
elements = [[2, 11, [4, 51, [0, 41, [3, 01, [5, 211



Wspotczynniki ¢; — interpretacja

Wazna wtasnosé: ¢; to wartos¢ funkeji u w wezle 7, x;:

u(xi) = Gpi(xi) = cipi(x) = ¢

JEILs

Powdd: ¢j(x;) =0 jesli i # j i ¢i(x;) =1



Whasnosci funkeji bazowych

@ ©i(x) # 0 jedynie na tych elementach, ktére zawieraja wezet o
globalnym indeksie

° i(x)pj(x) # 0 wtedy i tylko wtedy gdy wezty i oraz j leza na
tym samym elemencie

Poniewaz A;j = [ pipj dx, wigkszos¢ wspétczynnikéw macierzy
bedzie réwna zero -> macierze rzadkie




Konstrukcja kwadratowych ; (elementy typu P2)

oooo0o00or
onNONBO®O

-
0.8 1.0

Q kazdy wezet elementu ma przypisany wielomian Lagrange’a

@ Wielomian o wartosci 1 na brzegu elementu nalezy "potaczy¢”
z wielomianem z s3siedniego elementu, ktéry ma wartos¢ 1 w
tym samym punkcie



Liniowe ; (elementy typu P1)

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
0, X < Xj-1
(X—X,',l)/h Xi—1 < x < Xj

—(x=xi)/h, x;i <x<Xxj11

X 2 Xjt1
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W VVsStep
© Metoda elementéw skoriczonych - wstep

© Aproksymacja w przestrzeniach wektorowych
@ Aproksymacja funkcji w przestrzeni funkcyjnej
© Funkcje bazowe elementéw skoriczonych

@ Generowanie URL

@ Generowanie macierzy globalnej - logika obliczen

© Transformacja wspétrzednych globalnych do wspétrzednych
unormowanych

© Implementacja

(@ Ograniczenia zaprezentowanego podejécia elementéw
skonczonych

@ Catkowanie numeryczne
@ Aproksymacja funkcji w 2D
® Elementy skoficzone w 2D i 3D



Generowanie URL




Przyktad 1: Obliczenie wartosci (niediagonalnego) elementu
macierzy

00 o 0® 0®) oW

Uproszczenie: elementy jednakowej dtugosci.

Az = [ pap3dx: @ap3 # 0 jedynie na elemencie 2. Dla tego
elementu:

e3(x) = (x =x2)/h, @a(x) =1~ (x—x2)/h

3 X—X2\ X — X2 h
A273:/g02g03dxz/ (l— ) dx = —
Q 2 h h 6




Przyktad 2: Obliczenie wartosci (diagonalnego) elementu

macierzy

%) ®3




Ogélna posta¢ wzoru na wartos¢ elementu Aj; - rysunek

-2 i—1 i i+1

Aii-1 = / pipi—1dx =7
Q



Ogélna posta¢ wzoru na wartos¢ elementu A;; - obliczenia

Xj—1 X; Xi41
—/ Yipi-1 dX+/ Yipi-1 dX+/ pipi—1 dx
Xi—2 Xi—1 Xi

— —
%i=0 pi—1=0
_/X" X — X; 1 X — Xj_1 d _h
S U h h %
wi(x) <Pi:1r(X)

o Ajit1 = Aji—1 ze wzgledu na symetrie
o A;i=2h/3 (obliczenia jak w przypadku A >), z wyjatkiem:
e Apo = An,n = h/3 (catka tylko na jednym elemencie)



Obliczenia dla prawej strony réwnania

1—2 i—1 i i+1

b; :/Q@i(x)f(x)dx:/X.Xi1 X_:i_l f(x)dx+/XiXi+1 (1— X;Xi) f(x)

1

Do dalszych obliczen potrzebna konkretna posta¢ f(x) ...



Przyktad: rozwigzanie dla obszaru dwu-elementowego —

URL i rozwiazanie

o f(x)=x(1—x)naQ=10,1]
e Dwa elementy o jednakowej dtugosci: [0,0.5] oraz [0.5,1]

L2 10 2 [ 2-3h
01 2 10— 17h

5 23
= — —h— ZH —2h— " h?
] 6’ a 6 @ 6



Przyktad: rozwigzanie dla obszaru dwu-elementowego —

rozwigzanie-rysunek

u(x) = coo(x) + crp1(x) + cap2(x)

0.30

-- f
0.25 PR

0.20




Przyktad: Rozwigzanie dla obszaru 4-elementowego —

rozwigzanie-rysunek

0. 0.
— u — u
-- f f

0.25 0.25)

0.20 0.20

0.15 0.15]

0.10 0.10

0.05 0.05|

0. 0.




Przyktad: elementy typu P2

Przypomnienie: jesli f € V, u odtworzy rozwigzanie
bezbfednie. Jesli f to parabola, dowolna siatka elemen-
téw typu P2 (1 lub wiele elementéw) wygeneruje u = f.
To samo dotyczy¢ bedzie elementéw typu P3, P4, itd.,
poniewaz one wszystkie potrafig odtworzy¢ wielomian 2.
stopnia bezbtednie.




@ Generowanie macierzy globalnej - logika obliczen



Generowanie macierzy globalnej - logika obliczen

(ang. assemble - gromadzi¢, sktada¢, zbiera¢)

assembling, assemblacja?




Catkowanie z perspektywy elementu
Aij= [ pipjdx = ipjdx, A(.e.):/ ipjdx
J /stj g/ﬂwm = ] P

Wazne spostrzezenia:

° A,(.j-) =% 0 wtedy i tylko wtedy gdy wezety i oraz j leza na tym
samym elemencie e (w przeciwnym wypadku nosniki funkcji to
zbiory roztaczne)

o Wszystkie niezerowe wspétczynniki danego elementu Agj-)
tworza lokalng macierz dla danego elementu (element matrix)

@ "Whktad” w macierz lokalna elementu maja wytacznie funkcje
bazowe zwigzane z weztami lezacymi na tym elemencie

e Wygodne rozwigzanie: wprowadzenie indeksacji lokalnej
weztéw lezacych na danym elemencie: 0,1,...,d



Macierz elementéw: indeksacja lokalna/indeksacja globalna

Al = {A~$’7e5)}7 A~$?5) = /Q( ) (Pq(eJ)(Pq(e,s)dX: r,s€lg= {Oa B d}

i e r
o r,s lokalne indeksy weztéw na elemencie: 0,1,...,d 1 1 1
o i,j globalne indeksy weztow i,j € T, = {0,1,..., N} g ; i
e i = qg(e, r): transformacja lokalnej indeksacji w 3 2 2
globalng (matematyczny zapis pythonowskiego Do
i=elements[e] [r]) gdzie: elements = [[1, 8 7 2
21,[2,31,[3,4], ..., [7,81,[8,9,101, ...] 8 8 1
@ Uwzglednienie macierzy lokalnej /Z\£65) w macierzy 18 g ;2>,
globalnej A; ; (assembly) 10 9 1

_ (e)
Ager).ales) = Ager)ales) T Ars, 1,5 € g
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Przyktad: assembling macierzy dla nieregularnej siatki

elementéw P1

TODO



Assembling prawej strony uktadu

Wazne spostrzezenia:

° b,(e) # 0 wtedy i tylko wtedy gdy wezet globalny 7 lezy na
danym elemencie e (w przeciwnym przypadku ¢; = 0)
(e)

@ d + 1 niezerowych wartodci b;~’ moze by¢ zgromadzonych w

lokalnym wektorze elementu e. b = {Eﬁe)} rely

Assembling:
bq(e,r) = bq(e,r) + b&e), rely



© Transformacja wspétrzednych globalnych do wspétrzednych
unormowanych



Transformacja wspétrzednych globalnych do wspétrzednych

unormowanych

Normalizacja wspétrzednych potozenia:
Zamiast catkowaé w granicach [x;, xg]
() "
Ar,s = /Q(e) (Pq(e,r)(x)@q(e,s)(x)dx :/ @q(e,r)(x)@q(e,s)(x)dx

XL

mozna transformowac¢ przedziat [x;, xg] na przedziat unormowany
[—1,1] o wspétrzednej lokalnej X



Transformacja liniowa X € [—1,1] w x € [x., xg]

(Transformacja afiniczna)

1 1
X = E(XL + XR) + E(XR — XL)X

inaczej

1
X:Xm—}—EhX, Xm = (xt +xr)/2, h=xr—x_

Transformacja odwrotna:
X — 2x + (xL + xR)
(xr — x1)



Transformacja catki

Zmiana granic catkowania -> catkowanie na przedziale unormowanym:
podstawienie x(X) w miejsce x.

Lokalne funkcje bazowe we wsp6trzednych unormowanych:
Gr(X) = @q(e,r)(X(X))

X = %(XL + XR);_ %(XR —x)X
dx = 3(xr — x1)dX

1
Ale ~ ~ dx
A = [ aten(pate ) = / O0R0) 55 dX
Qle)
1 ~~

~ det J=h
A<e:/ 3, X)detJdX e

5O — /Q Ot (x)x = / F(x(X))@:(X) det J dX



Zalety catkowania na przedziale unormowanym

o Catkowanie zawsze w tych samych granicach catkowania
[_1a 1]

e Potrzebne wzory tylko dla @,(X) na jednym elemencie (brak
funkgji definiowanych na przedziatach (piecewise polynomial))

o Funkcja @,(X) jest taka sama dla wszystkich elementéw
niezaleznie od ich pofozenia i rozmiaréw (dtugosci). Dtugosé
odcinka jest uwzgledniona poprzez jakobian det J



Funkcje bazowe P1 na elemencie unormowanym

Fo(X) = 5(1 - X) ®)
B(X) = (14 X) )

(proste funkcje wielomianowe zamiast definicji funkcji na
podprzedziatach)



Funkcje bazowe P2 na elemencie unormowanym

Fo(X) = 5 (X~ 1)X (10)
F1(X)=1-X? (11)
(12)

Ba(X) = S (X +1)X

tatwos¢ wygenerowania elementéw dowolnego rzedu... Jak?



Sposoby znalezienia wzoréw na funkcje bazowe

@ Transformacja globalnych funkgji bazowych ¢;(x) na element
unormowany ze wspé6trzedng X
@ Obliczenie @,(X)

o dla zadanego stopnia d szukamy wielomianéw opartych o
wezty wewnatrz przedziatu [—1, 1] o wiasnosci

o &(X)=1w wezle r
o $(X) = 0 we wszystkich pozostatych d weztach

© Wykorzystanie wzoru interpolacyjnego Lagrange'a



Catkowanie po elemencie unormowanym - lokalna macierz

Zatozenie: elementy typu P1, oraz funkcja f(x) = x(1 — x).

~ 1
A3 = [ a0070058x
1 1
AL = A "
- | B0EX) 59X
- 1
:/715(1+X)7(1+X)7dX: —[1(1+X) dX =3 (16)



Catkowanie po elemencie unormowanym - wektor prawej

strony

1
_ / (m + 3 WXL~ G+ 2X)) 5(1 X)ng

1 1 1 1 1
= ——h 4+ ZhPxy — —h* — Zhx% + =h 17
2q" Tl Xm T " T g Xm ot 5 X (17)

1
B — [ Fx(0)2(X) Jax

-/ (i AL~ (o B2+ 0D

. 2 2"y

1 1 1 1 1
=——hm--p —h?—Zhx2 + =h 1

" T gMm T o WXm + 5 Xm (18)

Xm: $rodek elementu



Obliczenia symboliczne zamiast zmudnego liczenia na

kartce...

>>> import sympy as sym

>>> x, x_m, h, X = sym.symbols('x x_m h X')

>>> sym.integrate (h/8x(1-X)**2, (X, -1, 1))

h/3

>>> sym.integrate (h/8*(1+X)*(1-X), (X, -1, 1))

h/6

>>> x = x_m + h/2*X

>>> b_0 = sym.integrate(h/4xx*(1-x)*(1-X), (X, -1, 1))
>>> print b_0

-h*%3/24 + h**%2%x_m/6 - h*%2/12 - h*x_m**2/2 + h*x_m/2



W VVsStep
© Metoda elementéw skoriczonych - wstep

© Aproksymacja w przestrzeniach wektorowych
@ Aproksymacja funkcji w przestrzeni funkcyjnej
© Funkcje bazowe elementéw skoriczonych

O Generowanie URL

@ Generowanie macierzy globalnej - logika obliczen

© Transformacja wspétrzednych globalnych do wspétrzednych
unormowanych

© Implementacja

(@ Ograniczenia zaprezentowanego podejécia elementéw
skonczonych

@ Catkowanie numeryczne
@ Aproksymacja funkcji w 2D
® Elementy skoficzone w 2D i 3D



Implementacja

@ Funkcje przedstawione na kolejnych slajdach znajduja sie w
module fe_approxiD.py

o Przedstawione funkcje dziatajag w trybie symbolicznym, jak i
numerycznym

o Kod zawiera wszystkie kroki obliczen elementami skoficzonymi.



Generowanie funkcji bazowych na przedziale unormowanymi

Niech ¢,(X) bedzie wielomianem Lagrange'a stopnia d:

import sympy as sym
import numpy as np

def phi_r(r, X, d):

if isinstance(X, sym.Symbol):
h = sym.Rational(l, d) # node spacing
nodes = [2#i*h - 1 for i in range(d+1)]

else:
# assume X 1s numertic: use floats for nodes
nodes = np.linspace(-1, 1, d+1)

return Lagrange_polynomial(X, r, nodes)

def Lagrange_polynomial(x, i, points):

p =
for k in range(len(points)):
if k != i:
p *= (x - points[k])/(points[i] - points[k])
return p

def basis(d=1):
"""Return the complete basis."""
X = sym.Symbol('X')
phi = [phi_r(r, X, d) for r in range(d+1)]
return phi



Obliczanie wspoétczynnikéw macierzy

def element_matrix(phi, Omega_e, symbolic=True):
n = len(phi)
A_e = sym.zeros((n, n))
X = sym.Symbol('X')
if symbolic:
h = sym.Symbol('h')
else:
h = Omega_e[1] - Omega_e[0]
detJ = h/2 # do/dX
for r in range(n):
for s in range(r, n):
A_e[r,s] = sym.integrate(phi[r]*phi[s]*detJ, (X, -1, 1))
A_els,r] = A_elr,s]
return A_e



Przyktad: Obliczenia macierzy wspoétczynnikéw:

symbolicznie vs numerycznie

>>> from fe_approxlD import =*

>>> phi = basis(d=1)

>>> phi

[1/2 - X/2, 1/2 + X/2]

>>> element_matrix(phi, Omega_e=[0.1, 0.2], symbolic=True)
[h/3, h/6]

[h/6, h/3]

>>> element_matrix(phi, Omega_e=[0.1, 0.2], symbolic=False)
[0.0333333333333333, 0.0166666666666667]
[0.0166666666666667, 0.0333333333333333]



Obliczenia wspoétczynnikéw wektora prawej strony

def element_vector(f, phi, Omega_e, symbolic=True):
n = len(phi)
b_e = sym.zeros((n, 1))
# Make f a function of X
X = sym.Symbol('X')
if symbolic:
h = sym.Symbol('h')
else:
h = Omega_e[1] - Omega_e[0]
x = (Omega_e[0] + Omega_e[1])/2 + h/2*X # mapping
f = f.subs('x', x) # substitute mapping formula for =
detJ = h/2 # de/dX
for r in range(n):
b_elr] = sym.integrate(f*phil[r]l*detJ, (X, -1, 1))
return b_e

Zwr6¢ uwage na f.subs(’x’, x) -> podstawienie x(X) za x w
formule na £ (od teraz £ jest funkcja (X))



Powrét do catkowania numerycznego w razie niepowodzenia

catkowania symbolicznego [ @, dx

@ Macierz lewej strony: tylko wielomiany -> sympy zawsze da
rade

o Wektor prawej strony: catkowanie [ f@dx moze sig nie
powies¢ (sympy zwrdci obiekt typu Integral zamiast liczby)

def element_vector(f, phi, Omega_e, symbolic=True):

I = sym.integrate(f+*phil[r]*detJ, (X, -1, 1)) # try...
if isinstance(I, sym.Integral):
h = Omega_e[1] - Omega_e[0] # Ensure h is numerical
detJ = h/2
integrand = sym.lambdify([X], f*philr]xdetJ)
I = sym.mpmath.quad(integrand, [-1, 1])
b_elr] = I



Assembling URL i rozwigzanie

def assemble(nodes, elements, phi, f, symbolic=True):
N_n, N_e = len(nodes), len(elements)
zeros = sym.zeros if symbolic else np.zeros
A = zeros((N_n, N_n))
b = zeros((N_n, 1))
for e in range(N_e):
Omega_e = [nodes[elements[e][0]], nodes[elements[e][-1]]1]

A_e
b_e

= element_matrix(phi, Omega_e, symbolic)
= element_vector(f, phi, Omega_e, symbolic)
for r in range(len(elements[e])):
for s in range(len(elements[e])):
A[elements[e] [r] ,elements[e] [s]] += A_elr,s]
blelements[e] [r]] += b_el[r]
return A, b



Rozwigzanie URL

if symbolic:

c = A.LUsolve(b) # sympy arrays, symbolic Gaussian elim.
else:

c = np.linalg.solve(A, b) # numpy arrays, numerical solve

Uwaga: obliczanie wspétczynnikéw macierzy A, b oraz rozwigzanie
URL A.LUsolve(b) moze by¢ baaardzo czasochtonne. ..



Przyktad: generowanie macierzy symbolicznie

>>> h, x = sym.symbols('h x')
>>> nodes = [0, h, 2xh]

>>> elements = [[0, 1], [1, 2]]
>>> phi = basis(d=1)

>>> f = x*(1-x)

>>> A, b = assemble(nodes, elements, phi, f, symbolic=True)

>>> A

[h/3, h/6, 0]
[h/6, 2%h/3, h/6]
[ 0, h/6, h/3]

>>> b
[ h**2/6 - h*x3/12]
[ h**2 - 7xh*x*3/6]

[6*h**2/6 - 17%h*%3/12]

>>> ¢ = A.LUsolve(b)

55> ¢

L h**2/6]
[12% (7*h*%2/12 - 35%h*%3/72)/(7%h)]
[ 7#(4xh**2/7 - 23%h*%3/21)/(2%h)]



Przyktad: generowanie macierzy numerycznie

>>> nodes = [0, 0.5, 1]

>>> elements = [[0, 11, [1, 2]1]
>>> phi = basis(d=1)

>>> x = sym.Symbol('x")

>>> f = x*(1-x)

>>> A, b = assemble(nodes, elements, phi, f, symbolic=False)
>>> A

[ 0.166666666666667, 0.0833333333333333, 0]
[0.0833333333333333, 0.333333333333333, 0.0833333333333333]
[ 0, 0.0833333333333333, 0.166666666666667]
>>> b

[ 0.03125]

[0.104166666666667]

L 0.03125]

>>> ¢ = A.LUsolve(b)

>>> ¢

[0.0416666666666666]
[ 0.291666666666667]
[0.0416666666666666]



Struktura macierzy wspétczynnikéw

>>> d=1; N_e=8; Omega=[0,1] # & linear elements on [0,1]
>>> phi = basis(d)

>>> f = x*(1-x)

>>> nodes, elements = mesh_symbolic(N_e, d, Omega)

>>> A, b = assemble(nodes, elements, phi, f, symbolic=True)

>>> A

[h/3, h/6, 0, 0, 0, o, 0, 0, 0]
[h/6, 2%h/3, h/6, 0, 0, 0, 0, 0, 0]
[ o, h/6, 2xh/3, h/6, 0, 0, 0, 0, 0]
[ o, 0, h/6, 2*h/3, h/6, 0, 0, 0, 0]
[ o, 0, 0, h/6, 2%h/3, h/6, 0, 0, 0]
[ o, 0, 0, 0, h/6, 2%h/3, h/6, 0, 0]
[ o, 0, 0, 0, 0, h/6, 2%h/3, h/6, 0]
[ o, 0, 0, 0, 0, 0, h/6, 2%¥h/3, h/6]
[ o, 0, 0, 0, 0, 0, 0, h/6, h/3]

Uwaga (zadanie domowe): Wykonaj obliczenia na kartce papieru w
celu potwierdzenia wartosci poszczegdlnych elementéw powyzszej
macierzy (pomocne w zrozumieniu materiatu).



Wynik w przypadku ogélnym (N jednakowych elementéw)

e Macierz rzadka -> wiekszo$¢ wspétczynnikéw to zera

@ Przyktad dla elementéw typu P1, siatka regularna

2 1 0 0
1 4 1
0 1 4 1
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Macierz rzadka dla siatek regularnych /indeksowanych

losowo dla elementéw P1

o Po lewej: wezty i elementy ideksowane od lewej do prawej

@ Po prawej: wezty i elementy indeksowane "losowo”




Macierz rzadka dla siatek regularnych /indeksowanych

losowo dla elementéw P3

o Po lewej: wezty i elementy ideksowane od lewej do prawej

@ Po prawej: wezty i elementy indeksowane "losowo”




Macierze rzadkie — podsumowanie

Postac¢ specyficznych macierzy A;

o Elementy P1: 3 niezerowe elementy w wierszu
o Elementy P2: 5 niezerowych elementéw w wierszu

o Elementy P3: 7 niezerowych elementéw w wierszu
Wskazéwki:

e Nalezy uzywac specjalnych technik przechowywania takich
macierzy w pamieci i specjalnych solveréw dla macierzy
rzadkich

e W Pythonie: pakiet scipy.sparse



Przyktad: przyblizenie funkcji f ~ x° elementami réznego

typu; kod

Zadanie: Poréwna¢ rozwiazanie zadania przyblizenia funkgji f(x)
przy pomocy siatki N, elementéw skonczonych o funkcjach
bazowych rzedu d.

import sympy as sym

from fe_approxlD import approximate
x = sym.Symbol('x"')

approximate (f=x* (1-x)**8, symbolic=False, d=1, N_e=4)
approximate (f=x*(1-x) **8, symbolic=False, d=2, N_e=2)
approximate (f=x*(1-x) **8, symbolic=False, d=1, N_e=8)
approximate (f=x*(1-x)**8, symbolic=False, d=2, N_e=4)



Przyktad: przyblizenie funkcji f ~ x° elementami réznego

typu; rysunki

l
"
- c

%5 02 0.4 06 08 10



(@ Ograniczenia zaprezentowanego podejécia elementéw
skonczonych



Ograniczenia zaprezentowanego podejécia elementéw

skonczonych

Najczestsza interpretacja:

e Wezty: punkty potrzebne do zdefiniowania ; i obliczania
wartosci u (wymagane do geometrii i aproksymacji funkcji)

o Elementy: podobszary (zawierajace kilka weztéw)
Problem:

@ wezty na brzegu potrzebne przy warunkach brzegowych, a nie
zawsze tak musi by¢ dla szczegélnych rodzajéw interpolac;i
(np. elementy state)

@ Trzeba wymysli¢ co$ lepszego...



Uogdlnienie koncepcji elementu skonczonego (komorki,

wierzchotki, wezty, stopnie swobody)

@ Rozdzielenie aproksymacji geometrii (obszaru) od aproksymacji
funkgeji "nad” obszarem

o Nowe pojecia: komérka (ang. cell) — podobszar, element,
kawatek obszaru

o Komoérka zbudowana jest z wierzchotkow (ang. vertices <-
vertex) — (krancéw przedziatu w 1D)

o Wezty (ang. nodes) - punkty, w ktérych nalezy wyznaczy¢
wartos¢ poszukiwanej funkgji (nie musza pokrywac sie z
wierzchotkamil!, ale moga. ..)

e Stopnie swobody (ang. degrees of freedom) — wielkosci
reprezentowane przez ¢; (niewiadome w URL) -> najczesciej:
wartosci funkeji w wezle 3.7 cjpj(xi) = ¢

wierzchotki -> komérki -> interpolacja geometrii

wezty, stopnie swobody -> interpolacja funkg;ji



Pojecie elementu skonczonego

@ komdrka odniesienia z unormowanym, lokalnym uktadem
wspétrzednych

@ zbiér funkcji bazowych ¢, dla komérki

© 1zbidr stopni swobody (t.j. wartosci funkgji), jednoznacznie
wyznaczajacy funkcje bazowe, dobrane tak aby ¢, = 1 dla
r-tego stopnia swobody oraz @, = 0 dla wszystkich
pozostatych stopni swobody

© odwzorowanie (ang. mapping) pomiedzy lokalng a globalna
indeksacja (transformacja numeracji) stopni swobody
(odwzorowanie dof — dof map)

© odwzorowanie komérki unormowanej na komérke rzeczywistego
obszaru (w 1D: [-1,1] =[x, xg])



Struktury danych: vertices, cells, dof\_map

o Wsp6trzedne wierzchotkéw komérek: vertices (réwnowazne
strukturze nodes dla elementéw P1)

o Wierzchotki dla elementéw (komérek): cells[el [r] numer
globalny dla wierchotka r elementu e (réwnowazne strukturze
elements dla elementéw typu P1)

e dof_map[e,r] odwzorowanie lokalnego indeksu stopnia
swobody r elementu e na number globalny (réwnowazne
strukturze elements dla elementéw typu Pd)

W trakcie assemblingu nalezy skorzystaé ze struktury dof_map:

Aldof_map[e][r], dof_mapl[el[s]] += A_e[r,s]
bldof_map[e] [r]] += b_el[r]

vertices = [0, 0.4, 1]
cells = [[0, 11, [1, 21]
. dof_map = [[0, 1, 2], [2, 3, 4]]

®
-9

QO o



Przyktad: elementy PO

Przyktad: Ta sama siatka, ale v to funkcja stata na kazdej komérce
(przedziatami stata) -> elementy typu PO.

Te same struktury vertices i cells, ale dodatkowo

dof_map = [[0], [1]]

Mozna traktowac te elementy jak elementy z interpolacja oparta na
wezle znajdujacym sie posrodku elementu.

Od tej pory bedziemy wykorzystywac struktury cells, vertices, i
dof _map.




Szkielet programu

# Use modified fe_approxziD module
from fe_approxlD_numint import =*

x = sym.Symbol('x")
f=xx(1 - x)
N_e = 10

# Create mesh with P3 (cubic) elements
vertices, cells, dof_map = mesh_uniform(N_e, d=3, Omega=[0,1])

# Create basis functions on the mesh
phi = [basis(len(dof_map[e])-1) for e in range(N_e)]

# Create linear system and solve it
A, b = assemble(vertices, cells, dof_map, phi, f)
c = np.linalg.solve(A, b)

# Nake very fine mesh and sample u(z) on this mesh for plotting

x_u, u = u_glob(c, vertices, cells, dof_map,
resolution_per_element=51)

plot(x_u, w)



Przyblizenie paraboli elementami PO

PO, N=4, exact integration PO, N,=8, exact integration
0.25 - =
el ™ u
Fo -
02
0.15
01 h
/
/
3 v
005 / \
/ \
h \ .
’ M + N
’ + N
0 0
0 0.2 04 06 08 1 0 02 04 0.6 08 1

Funkcja approximate "opakowuje” polecenia z poprzedniego slajdu:

from fe_approxlD_numint import =*
x=sym.Symbol ("x")
for N_e in 4, 8:
approximate (x*(1-x), d=0, N_e=N_e, Omega=[0,1])



Obliczanie btedéw aproksymacji; uwagi ogdlne

Btad jako funkcja:

Btad — dyskretna wartos¢ -> normy:

1/2
L2 error:  |le||2 = </ ezdx)
Q

Szacowanie catki:

o doktadne, analityczne (symboliczne) - nieuniwersalne ->
kwadratury

e odpowiednio doktadne sprébkowanie u(x) w wielu punktach
kazdego elementu (np. poprzez wywotanie u_glob, ktére
zwrdci x i u), a nastepnie

@ scatkowanie metoda trapezéw

o Uwaga! Wazne! Catka powinna by¢ policzona doktadnie "po
elementach” (zmienno$¢ funkgji f)



Obliczanie btedéw aproksymacji; szczegéty

Uwaga
Poniewaz elementy moga by¢ réznych rozmiaréw (dtugosci) siatka
dyskretna moze by¢ niejednorodna, (ponadto powtérzone punkty na
granicach elementéw, widziane z perspektywy dwéch sasiadujacych
elementéw)
->
potrzebna prymitywna implementacja wzoru trapezéw:

n—1

| gt 3 5(e05) + 051205 = )

Jj=0

# Given c, compute © and u values on a very fine mesh

x, u = u_glob(c, vertices, cells, dof_map,
resolution_per_element=101)

# Compute the error on the very fine mesh

e=1(x) -u

e2 = exx*2

# Vectorized Trapezoidal rTule

E = np.sqrt(0.5*np.sum((e2[:-1] + e2[1:1)*(x[1:1 - x[:-11))



Zaleznos$¢ btedu od hi d

Teoria i eksperymenty pokazuja, ze aplikacja MNK czy metody

Galerkina dla elementéw skonczonych typu Pd o tej samej dtugosci
h daje btad:

ell;2 = CIFTHH A%

gdzie C zalezy od d i Q = [0, L] ale nie zalezy od h, oraz

2
’fd+1’2 — /L (dd+1f) dx
0 dxd+1



Kubiczne wielomiany Hermite'a - definicja

o Czy da sie skonstruowaé ¢;(x) z ciggta pochodna? Tak!

Niech dana bedzie unormowana komérka [—1,1] z dwoma weztami
X = —1i X =1. Stopnie swobody:

@ 0: wartos¢ funkcjiw X = —1
o 1: wartos¢ pierwszej pochodnej w X = —1
@ 2: warto$¢ funkcjiw X =1

@ 3: warto$¢ pierwszej pochodnej w X =1

Uwzglednienie wartosci pochodnych zadanej funkeji w weztach jako
stopni swobody zapewnia kontrole ciggtosci pochodne;. J




Kubiczne wielomiany Hermite'a - wyprowadzenie

4 warunki na @, (1 dla stopnia swobody r, 0 dla pozostatych):

° Bo(X)) =1, Po(Xa)) =0, Fo(X0)) =0, Fo(Xa)) =0
o 51(X0)) =1 #1(Xq)) =0, #1(X0)) =0, $1(Xq)) =0
° P2(X1)) =1 $2(X0)) = 0, B5(X0)) =0, $5(X)) =0
o 53(Xq)) =1, #3(X0)) =0, $3(X0)) =0, $3(X)) =0

Cztery uktady réwnan liniowych z 4 niewiadomymi -
wspotczynnikami wielomianéw 3 stopnia.



Kubiczne wielomiany Hermite'a - wynik

Po(X) = 1—%(X+1)2+%(X+1)3 (19)
Bi(X) = ~(X+ 1)1~ (X + 1) (20)
Ba(X) = (X + 1) (X +1)? (21)
FX) = (XD - (X +1) ()



Kubiczne wielomiany Hermite'a - sprawdzenie

# definition of the interval ends
np.array([-1, 1])

Lo
1]

C=1[1 # list of polynomials stored as coefficients
B [1 # list of basis functions
dB = [1 # list of the derivatives of basis functions

for k in np.arange(0,4):

A = np.array( [[ =x[0]*x3, x[0]**2, x[0], 11,
[ 3*x[0]**2, 2*x[0], 1, 01,
[ =x[1]*%3, x[1]**2, x[1], 1 1,
[ 3#x[1]1#x2, 2%x[1], 1, 01D
b = np.zeros( (4,1) ); blk] =1
¢ = np.linalg.solve(A, b); C.append( c )
B.append( lambda x: C[k1[0,0] * x*x3 + C[k][1,0] * x*x*2 + CI[

dB.append( lambda x: 3* C[k][0,0] #* x**2 + 2*C[k][1,0] * x + C[k][



Kubiczne wielomiany Hermite'a - sprawdzenie

Check numerically that resulting cubic polynomial

ulfills imposed requirements
lfills imposed Tequi t
= [1 1 2 1] # basis function coefficients

#
#
A s > s
# U(z[0]) dU(z[0]) U(z[1]) dU(z[1])

xx = np.arange(-1,1, 0.001)
U = np.zeros(xx.shape)

for k in np.arange(0,4):
U =10+ Alk] * B[k](xx)

# numerical approzimation of the derivatives at the ends of the intert
dl = (U[1]-U[0]1)/ (xx[1]-xx[0])

dr = (U[-11-U[-21)/(xx[-1]-xx[-2])

numericalApproximation0fA = [ U[0], 41, U[-1], dr]

print (numericalApproximationOfA)

Wynik dziatania skryptu:

[1.0, 0.9992502500000269, 1.999000749750002, 0.9977517500000526]



Kubiczne wielomiany Hermite'a - wyniki

Basis functions for cubic Hermite polynomial Derivatives of basis functions for cubic Hermite polynomial

1.04 1.00
0.8 0.75
0.6 0.50
041 0.25
0.00

0.2
-0.25

0.01
-0.50

-0.21
-0.75

-1.00 -0.75 -0.50 —-0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 -1.00 -0.75 —0.50 —0.25 0.00 025 0.50 0.75 1.00

Final approximation

2.0 — solution
x+2
184 7" x+1

1.6

1.4

1.2

1.0

-1.00 -0.75 -0.50 -0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
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Catkowanie numeryczne

° fQ fyidx - koniecznos¢ catkowania numerycznego

@ Wspdtczynniki macierzy lewej strony - zwykle réwniez
numerycznie (bo wygodnie)



Ogdlna posta¢ kwadratury

gdzie

° )_(J to wezty kwadratury

® w; — wagi kwadratury

Rézne metody -> rézny wybdr weztéw | wag



Wzér prostokatow

(ang. midpoint rule) — metoda punktu $rodkowego

Najprostsza metoda

1
| e0dx 20, %o =0, wy=2
-1

Dokfadna dla funkgcji podcatkowych bedacych wielomianami 1.
stopnia



Metody Newtona-Cotesa

o ldea: wezty kwadratury réwnomiernie rozmieszczone na [—1,1]

o Wezty kwadratury czesto pokrywaja sie weztami siatki

Wzér trapezéw:

1
/ g(X)dX ~g(—1)+g(1), Ko=—1, Ki=1, wo—ws —1,
-1

Wzér Simpsona (parabol):

(g(—1) +4g(0) +g(1)),

W =

/ 11 2(X)dX ~

gdzie

_ _ _ 1 4
Xo=-1, X1 =0, Xo =1, wo=w2 =3, m =g



Metoda Gaussa-Legendre'a

@ optymalne potozenie weztéw kwadratury -> wyzsza doktadnosé

o Kwadratury Gaussa-Legendre'a -> dobranie potozenia weztéw
oraz wag tak, aby catkowa¢ z jak najlepsza doktadnoscia

- 1 - 1
M=1 XO——*3, 1= 7 wo = wy = (24)
= 3 - = 3 5 8
M:2 X = — X = fr— —_ f— — - —
0 5 X0 0, X2 \/; Wo =Wz =g, W1 =g
(25)

@ M = 1: doktadna dla wielomianéw 3. stopnia
@ M = 2: doktadna dla wielomianéw 5. stopnia
o W ogélnosci, M-punktowy wzér Gaussa-Legendre'a jest

doktadny dla wielomianéw stopnia 2M + 1.

Plik ‘numint.py zawiera zbiér weztéw i wag dla metody
Gaussa-Legendre’a.



@ Aproksymacja funkcji w 2D



Aproksymacja funkcji w 2D

Rozwiniecie podejscia z 1D

Rozwigzania i algorytmy przedstawione dla aproksymacji funkgji
f(x) w 1D da sie rozwina¢ i "przenies¢” na przypadki funkcji f(x,y)
w 2D i f(x,y,z) w 3D. Ogélne wzory pozostaja takie same.




Krotkie omoéwienie zagadnienia w 2D

lloczyn skalarny w 2D:

(f.g) = /Q F(x, )& (x,y)dxdy

Zastosowanie MNK lub metody Galerkina da URL:

ZA;JCj:b;, I €L
JETLs
Aij = (i)
bi = (fﬂﬁ:)

Problem: Jak skonstruowa¢ dwuwymiarowe funkcje bazowe

'QZ),'(X,}/)?



Funkcje bazowe 2D jako iloczyn tensorowy funkcji 1D

Korzystajac z funkgcji bazowych 1D zmiennej x oraz funkgji
bazowych 1D zmiennej y:

Vi = span{dAJO(X)7 e ,1/AJNX(x)} (26)
V, = span{do(y).. ... Pn,(y)} (27)

Przestrzen wektorowa 2D moze by¢ zdefinowana jako iloczyn
tensorowy V = V, ® V|, z funkcjami bazowymi:

Ypqg(x,y) = T/A}p(x)@?)q()/) pel,qel,.



lloczyn tensorowy

Niech dane beda dwa wektory a = (ag,...,am) i b= (bo, ..., bn).
Ich zewnetrznym iloczynem tensorowym (iloczynem diadycznym
jesli N = M) jest p = a® b zdefiniowane jako:

p;J:a;bj, iZO,...,M,jZO,...,/V.
Uwaga: p to macierz/tablica dwuwymiarowa

Przyktad: baza 2D jako iloczyn tensorowy przestrzeni 1D:

Upq(x,y) = Vp(x)0q(y), pE I qeT,

iloczyn tensorowy macierzy (dowolnych wymiaréw) ->
iloczyn tensorowy wektoréw (dowolnych wymiaréw) ->

iloczyn diadyczny (tego samego wymiaru)

tensor


https://pl.wikipedia.org/wiki/Iloczyn_diadyczny
https://pl.wikipedia.org/wiki/Iloczyn_Kroneckera
https://pl.wikipedia.org/wiki/Iloczyn_Kroneckera#Iloczyn_tensorowy_wektor%C3%B3w
https://pl.wikipedia.org/wiki/Iloczyn_diadyczny
https://pl.wikipedia.org/wiki/Tensor

Réwnowaznos¢ notacji z dwoma lub jednym indeksem

Baza przestrzeni 2D wymaga dwéch indekséw (i podwdjnego

sumowania) :
u= Z Z p.a¥p.a(X,Y)

pEIx q€Iy,
Lub tylko jednego indeksu
u=Y_cij(x,y)
JELs

jesli posiadamy odwzorowanie (p, q) — i

~ ~

Vi(x,y) = Yp(xX)hq(y), i=p(Ny+1)+qori=qg(Nc+1)+p



Przyktadowa baza przestrzeni 2D; wzory

Dla dwuelementowej bazy 1D

{1,x}

iloczyn tensorowy (wszystkie kombinacje) generuje baze przestrzeni
2D:

oo =1, vio=x, Yo1=y, Y11=xy

W notacji jednoindeksowej:

Yo=1, YPYr=x, Ya=y, Y3=xy



Przyktadowa baza przestrzeni 2D; zastosowanie

1-1 1-x 1.y 1-xy o 1-f(x,y)
/Ly L x-1 xx x-y x-xy a | | x-f(x,y)
o Jo y'l yx yy y-xy c y - f(x,y)

xy-1l Xxy-x Xxy-y Xxy-xy G3 Xy-f(X,y)_

Funkcja aproksymowana (kwadratowa) f(x,y) = (1 + x2)(1 + 2y?)
(po lewej), funkcja aproksymujaca (biliniowa) u (po prawej) (x?y?
Vs Xy):

f(xy) fxy)

45 35

NGBS




Implementacja; najwazniejsze zmiany w kodzie (przejscie z

1D do 2D)

Zmiany w kodzie w stosunku do wersji 1D (approx1D.py):

@ Omega = [[0, L_x], [0, L_yl]
e Catkowanie symboliczne w 2D

@ Generowanie funkcji bazowych 2D (jako iloczynéw
tensorowych)



Implementacja 2D: catkowanie

import sympy as sym

integrand = psil[il*psil[j]

I = sym.integrate(integrand,
(x, Omegal[0][0], Omegal0][1]),
(y, Omegal[1][0], Omegal[1][11))

# Fall back on numerical integration if symbolic integration
# was unsuccessful
if isinstance(I, sym.Integral):
integrand = sym.lambdify([x,y], integrand)
I = sym.mpmath.quad(integrand,
[Omega[0] [0], OmegalO][11],
[Omega[1] [0], Omegal1][11])



Implementacja 2D: funkcje bazowe

lloczyn tensorowy bazy potegowej x’ (bazy Taylora):

def taylor(x, y, Nx, Ny):
return [x**i*y**j for i in range(Nx+1) for j in range(Ny+1)]

lloczyn tensorowy bazy sinusoidalnej sin((i + 1)mx):
def sines(x, y, Nx, Ny):

return [sym.sin(sym.pi*(i+1)*x)*sym.sin(sym.pi*(j+1)*y)
for i in range(Nx+1) for j in range (Ny+1)]

Caty kod w approx2D.py.



Implementacja 2D: zastosowanie

f(x,y) = (1 +x3)(1+2y?)

>>> from approx2D import *

>>> £ = (L+x#*2)* (1+2%y*%2)

>>> psi = taylor(x, y, 1, 1)

>>> Omega = [[0, 2], [0, 2]]

>>> u, c = least_squares(f, psi, Omega)
>>> print u

8xx*xy - 2%x/3 + 4%y/3 - 1/9

>>> print sym.expand(f)

2k AQRYRRD + xRk + kykk2 + 1



Implementacja 2D: przyktad zastosowanie bazy

umozliwiajacej konstrukcje rozwigzania doktadnego

Dodajemy funkcje bazowe o wyzszych potegach tak, aby f € V.
Spodziewany wynik: u = f

>>> psi = taylor(x, y, 2, 2)

>>> u, ¢ = least_squares(f, psi, Omega)
>>> print u

2R RVRYRRD + XkkD + kyk*k2 + 1

>>> print u-f

0



Uogdlnienie do zagadnien 3D

Kluczowa idea:

V=Vv,aV, oV,

Zastosowanie iloczynu tensorowego do wygenerowania bazy
przestrzeni m wymiarowerj

a(q):(agq),...,as\z), g=20,....,m

0 (@) (m)
p’07’1>“'7’m - ail ail e aim

A

W szczegélnosci dla 3D:
Vpgr(X,y,2) = @p(x)lzq(yw;r(z)

u(x,y,z) = Z Z Z Cp.q.r¥p.qr(X,y,2)

peLy €T, rel,



® Elementy skoficzone w 2D i 3D



Elementy skoriczone w 2D i 3D

Zalety FEM w zastosowaniach 2D i 3D:

o tatwos¢ aproksymowania skomplikowanych geometrii

o tatwos¢ generowania wielomiandéw (funkcji bazowych) wyzszych
rzedow w celu zwiekszenia doktadnosci aproksymacji funkgji

FEM w 1D: gtéwnie dla celéw dydaktycznych, debugowania



Przyktady komérek 2D i 3D

2D:

@ tréjkaty (triangles)

@ czworokaty (quadrilaterals)
3D:

@ czworosciany (tetrahedra)

@ szesciosciany (hexahedra)



Obszar prostokatny (2D) zbudowany z elementéw typu P1

1 1
0.8] 0.8
0.6| 0.6
0.4 0.4
02 0.2

°8% 0.5 1.0 15 2.0 25 3.0 ' 05 1.0 15 2.0 25 EX



Nieregularny obszar 2D zbudowany z elementéw typu P1

2.0

1.5

1.0

0.5f

0.0

0.5 1.0 15 2.0



Obszar prostokatny (2D) zbudowany z elementéw typu Q1

1.0

0.8

0.6

0.41

0.2}

0'%.0 0.5 1.0 15 2.0 2.5 3.0



Aproksymacja funkcji 2D na siatce elementéw tréjkatnych

Element trojkatny typu P1: aproksymacja u na kazdym elemencie
(komérce) funkcja liniowa ax + by + ¢




WHtasnosci elementéw 2D typu P1

Komorki = tréjkaty

Wierzchotki = wierzchotki komérek

wezty = wierzchotki tréjkata

Stopnie swobody = wartosci funkcji w weztach

&r(X, Y) jest funkcja liniowa na komérce unormowane;

wi(x,y) jest odzorowaniem Z,(X, Y) na komdrce rzeczywiste;



Odwzorowanie liniowe elementu unormowanego na komorke

trojkatna

X1
local global



w;: funkcja-piramida
@ vi(x,y) — zmiennos¢ liniowa na poszczegdlnych komérkach
e p; = 1 w wierzchotku (wezle) i, 0 w pozostatych
wierzchotkach (weztach)




Elementy macierzy i wektora prawej strony

o Jak w 1D, wktad pojedynczej komérki do macierzy globalnego
URL ogranicza sie do kilku wartosci w macierzy i wektorze
wyrazéw wolnych

° p;ip; # 0 wtedy i tylko wtedy gdy i oraz j s3 stopniami
swobody (wierzchotkami/weztami) na tym samym elemencie

@ Lokalna macierz tréjkatengo elementu P1 to macierz o
rozmiarach 3 x 3



Funkcje bazowe na unormowanym elemencie tréjkatnym

Go(X,Y)=1-X-Y (28
&1(X,Y)=X (29
G(X,Y) =Y (30

Funkcje bazowe @, wyzszych stopni opieraja sie na wiekszej liczbie
weztéw (stopni swobody)



Elementy tréjkatne typu P1, P2, P3, P4, P5, P6 przestrzeni
2D




Elementy P1 przestrzeni 1D, 2D i 3D

AN



Elementy P2 przestrzeni 1D, 2D i 3D

*——o—o

o Interval, triangle, tetrahedron: sympleksy (ang. simplex ->
*simplices* /*simplexes*)
@ sciana (ang. face) — bok komdrki ($cianka/krawedz/punkt)

e W czworoscianie réwniez krawedzie (edges)



Odwzorowanie afiniczne komérki unormowanej — wzér

Transtormacja (odwzorowanie) komorki we wspotrzednych

unormowanych
X =(X,Y)
do komorki we wspétrzednych globalnych:
x=(x,y):
~(1
X = Z Sog )(X)Xq(e,r) (31)
gdzie

@ r przebiega przez wszystkie wierzchotki komérki

@ x; to globalne wspétrzedne (x, y) wierzchotka i

° ¢£1) to funkcja bazowa typu P1

Odwzorowanie zachowuje liniowos¢ Scian i krawedzi.

e TODO (Przyktad rachunkowy)



Odwzorowanie afiniczne komaérki unormowane;j

X1
local global



Komorki izoparametryczne

Idea: Wykorzystanie funkcji bazowych elementu (nie tylko funkcji
typu P1 ale i wyzszych rzedéw) do odwzorowania geometrii:

X = Z @r(X)Xq(e,r)

Zaleta: pozwala generowa¢ elementy o geomtrii nielinowej

X2

local global



Obliczanie catek

Wymagana transformacja catek z Q(e) (komoérka we wspétrzadnych
globalnych) w Q" (komérka unormowana/odniesienia):

/ QO,'(X)()OJ'(X) dX:/~ QB,'(X)QZJ'(X)detJ dX (32)

Qle) Qr

/ o1 (x)F(x) dx = / FH(X)F(x(X))detJ dX  (33)
Qle) r

gdzie dx = dxdy lub dx = dxdydz oraz det J to wyznacznik
jakobianu odwzorowania x(X).

Ox  Ox Ox dy  Ox Oy
= [ x oy } dety— 20 Ox Oy
X v oX oY Y IX

Odwzorowanie afiniczne (31): detJ = 24,
A = powierzchnia komérki/elementu



Uwaga dot. uogélnienia FEM z 1D do 2D /3D

Ogédlna idea FEM oraz kroki algorytmu — takie same niezaleznie od
wymiarowosci geometrii.

Im wyzszy wymiar przestrzeni, tym wiekszy naktad obliczeniowy. ze
wzgledu na komplikacje wzoréw.

Obliczenia reczne - nuzace, podatne na popetnienie pomytki.
Automatyzacja i algorytmizacja problemu pozadana.
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